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1. Введение

Пусть 𝑛 – некоторое натуральное число. Введем в рассмотрение положительные числа
(узлы)

𝑥𝑘 = sin
(2𝑘+1)𝜋

4𝑛
, 𝑘=0 . . . , 𝑛−1 ,

и определим многочлен 𝐷𝑛 следующим образом:

𝐷𝑛(𝑥) = (𝑥+ 𝑥0)(𝑥+ 𝑥1) · · · (𝑥+ 𝑥𝑛−1) .

Многочлены 𝐷𝑛 представляют интерес как множители [1] многочленов Чебышева [2]; равен-
ство

𝑇2𝑛(𝑥) = (−1)𝑛 22𝑛−1𝐷𝑛(𝑥)𝐷𝑛(−𝑥) . (1)

где 𝑇2𝑛(𝑥) – многочлен Чебышева первого рода степени 2𝑛 , сомнений не вызывает.
На отрезке [0, 1] многочлен 𝐷𝑛(𝑥) монотонно возрастает (рис.1). Вместе с тем, поведение

многочлена на “самом интересном“ участке [−1, 0], содержащем все нули и локальные экстре-
мумы, лимитируется (рис.2) его поведением на упомянутом отрезке [0, 1]:

|𝐷𝑛(𝑥)| =
2

22𝑛
|𝑇2𝑛(𝑥)|
𝐷𝑛(−𝑥)

6
2

22𝑛
1
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∀𝑥 ∈ [−1, 0] . (2)
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Рис. 1. График функции 𝐷4(𝑥).

Последнее обстоятельство заставляет внимательнее присмотреться к особенностям моно-
тонного возрастания 𝐷𝑛 на отрезке [0, 1]. Как вариант исследования особенностей 𝐷𝑛(𝑥) в на-
стоящей работе ставится задача выразить значения𝐷𝑛(𝑥) в узлах 𝑥𝑘 – суть числа 𝑦𝑘 = 𝐷𝑛(𝑥𝑘).
Кроме того, рассматривается вопрос о значениях 𝐷𝑛(𝑥) в граничных точках отрезка – числа
𝐷𝑛(0) и 𝐷𝑛(1).
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Рис. 2. Многочлен 𝐷4(𝑥) на отрезке [−1, 0].

2. Примеры и соглашения

Многочлены 𝐷𝑛(𝑥) выглядят буквально антиподами многочленов Чебышева. Узлы 𝑥𝑘
(равно корни −𝑥𝑘), значения 𝑦𝑘 и даже коэффициенты 𝐷𝑛(𝑥) выражаются посредством ирра-
циональных выражений. Приведем первые четыре многочлена.

𝑛 = 1, 𝑥0 =
√
2/2 , 𝐷1(𝑥) = 𝑥+

√
2/2 ;

𝑛 = 2, 𝑥0,1 =
√︀

2±
√
2
⧸︁
2 , 𝐷2(𝑥) = 𝑥2 + 𝑑21 𝑥+

√
2/4 , 𝑑21 ≈ 1.3066 ;

𝑛 = 3, 𝑥0,2 =

√
3±1
2
√
2
, 𝑥1 =

√
2

2
, 𝐷3(𝑥) = 𝑥3 + 𝑑32 𝑥

2 + 𝑑31 𝑥+
√
2/8 ,

𝑑32 ≈ 1.9319, 𝑑31 ≈ 1.1160;

𝑛 = 4, 𝑥𝑘 =

√︁
2±
√︀

2±
√
2

⧸︂
2 , 𝐷4(𝑥) = 𝑥4 + 𝑑43 𝑥

3 + 𝑑42 𝑥
2 + 𝑑41 𝑥+

√
2/16 ,

𝑑43 ≈ 2.5629, 𝑑42 ≈ 2.2843, 𝑑41 ≈ 0.8086;
соответственно
для 𝑛 = 1, 𝑦0 ≈ 1.4142,
для 𝑛 = 2, 𝑦0 = 1.0000, 𝑦1 ≈ 2.4142,
для 𝑛 = 3, 𝑦0 ≈ 0.6124, 𝑦1 ≈ 2.2854, 𝑦2 ≈ 3.9584,
для 𝑛 = 4, 𝑦0 ≈ 0.3536, 𝑦1 ≈ 1.7774, 𝑦2 ≈ 4.2911, 𝑦3 ≈ 6.4221.

В большинстве случаев точные выражения для значений 𝐷𝑛(𝑥) выглядят весьма громозд-
ко, поэтому переход от точных значений к оценкам диапазонов их варьирования выглядит
вполне уместным.

Далее для задания оценок используются двойные неравенства 𝑉1 < 𝑉 < 𝑉2, в которых 𝑉1
и 𝑉2 именуются соответственно нижней и верхней оценками величины 𝑉 . Кроме того, во всех
последующих рассуждениях полагаем 𝑛 > 4.
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В оценках для значений 𝐷𝑛(𝑥) существенно используется константа 𝐸
𝑑𝑒𝑓
= 0.5 exp(4𝐺/𝜋),

где 𝐺 – постоянная Каталана, 𝐺 = 0.915965 . . . .

𝐸 = 1.604956 . . . .

3. Основное утверждение

Элементарные преобразования выражения 𝐷𝑛(𝑥𝑘) с использованием формул приведения
и формулы для суммы синусов позволят получить общее выражение для значений 𝑦𝑘.

𝑦𝑘 = 2𝑛
𝑘∏︁

𝑖=1

cos
𝜋𝑖

4𝑛

2𝑛−1∏︁
𝑗=𝑘+1

sin
𝜋𝑗

4𝑛
, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛−1 , (3)

откуда

𝑦𝑘 = 𝑦𝑘−1 ctg
𝜋𝑘

4𝑛
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛−1 . (4)

Утверждение 1. Для любого 𝑛 > 4 имеют место следующие соотношения:

𝐷𝑛(0) =
√
2/2𝑛, (5)

𝑦0 =
√
2𝑛/2𝑛−1, (6)

𝐸𝑛 𝑒−0.158/𝑛 < 𝑦𝑛−1 < 𝐸𝑛 𝑒0.072/𝑛. (7)

Доказательство. Значение 𝐷𝑛(0) выводится из равенств (1) и 𝑇2𝑛(0) = (−1)𝑛. Для случая
𝑘 = 0 формула (3) превращается в

𝑦0 = 2𝑛
2𝑛−1∏︁
𝑗=1

sin
𝜋𝑗

4𝑛
.

Выражение для 𝑦0 следует из формулы Эйлера, которая [3] (для 4𝑛 штук слагаемых и 𝑥 > 0)
может быть представлена в виде

sin𝑥

sin 𝑥
4𝑛

= 24𝑛−1
4𝑛−1∏︁
𝑘=1

sin
𝑥+ 𝑘𝜋

4𝑛

и при 𝑥→ 0

4𝑛 = 24𝑛−1
4𝑛−1∏︁
𝑘=1

sin
𝑘𝜋

4𝑛
= 22𝑛−1

(︃
2𝑛

2𝑛−1∏︁
𝑘=1

sin
𝑘𝜋

4𝑛

)︃2

sin
2𝑛𝜋

4𝑛
= 22𝑛−1𝑦20 =⇒ 𝑦0 =

√
2𝑛

2𝑛−1
.

Доказательство оценки (7) приводится в секции 5. 2

4. Вспомогательные оценки

Пусть 𝑛 > 4 – целое число. Обозначим:

𝑅𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=1

tg2
(2𝑖−1)𝜋

8𝑛
, 𝑆𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑖=1

ln cos
𝜋𝑖

4𝑛
.

Для вывода оценки (7) необходимо иметь оценку суммы 𝑆𝑛 (секция 4.4),
для вывода которой необходимо получить оценку суммы 𝑅𝑛 (секция 4.3),
для вывода которой требуется получить оценку функции ctg 𝑥 (секция 4.2).
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4.1. Инструментальная подготовка

Приведем известные, но рассредоточенные по разным работам утверждения, составляю-
щие “инструментальную“ основу последующих рассуждений.

Функция Лобачевского 𝐿(𝑥) в современной специальной литературе [4, 5, 6] опредяется
различными, хотя и взаимно сводимыми способами. Для наших целей интерес представляет
определение функции Лобачевского на множестве [0, 𝜋/4] вида

𝐿(𝑥) = −
𝑥∫︁

0

ln(cos 𝑡) 𝑑𝑡 .

Известно [7], что 𝐿(𝜋/4) = (𝜋 ln 2)/4−𝐺/2 ≡ 𝐺/2− (𝜋 ln𝐸)/4.
Тригамма-функция 𝜓′(𝑥) [8, §6.4] для 𝑥 > 0 задается рядом

𝜓′(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

1

(𝑥+ 𝑘)2
[9, S𝐼𝐼.4]

Установлено [10, теорема 4], что для 𝑥 > 0 имеет место оценка

̂︀𝐵(𝑥) < 𝜓′(𝑥) < 𝐵(𝑥) , где 𝐵(𝑥) =
1

𝑥
+

1

2𝑥2
+

1

6𝑥3
, ̂︀𝐵(𝑥) = 𝐵(𝑥)− 1

30𝑥6
.

Следствие 1.

197

198

1

𝑛
< 𝜓′(𝑛+ 1

2) <
1

𝑛
∀𝑛 > 4 . (8)

В самом деле

𝐵(𝑛+ 1
2) =

1

𝑛
𝑛𝐵(𝑛+ 1

2) =
1

𝑛

(︂
1− 1

3 (2𝑛+ 1)2
− 2

3 (2𝑛+ 1)3

)︂
<

1

𝑛
,

а поскольку функция 𝛽(𝑥) = 𝑥 ̂︀𝐵(𝑥+ 1
2) монотонно возрастает при 𝑥 > 4, то

̂︀𝐵(𝑛+ 1
2) =

1

𝑛
𝑛 ̂︀𝐵(𝑛+ 1

2) =
1

𝑛
𝛽(𝑛) >

1

𝑛
𝛽(4) >

197

198

1

𝑛
.

Квадратурные формулы [11, 12] разрабатывались для вычисления интегралов. Вме-
сте с тем, в квадратурных формулах фигурируют величины, для которых известны лишь
диапазоны варьирования, что позволяет использовать эти формулы для построения оценок.
Конкретно, для функций из 𝐶(2)[𝑎, 𝑏] квадратурные формулы левых, средних и правых пря-
моугольников выглядят так:

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = (𝑏− 𝑎) 𝑓(𝑎) + (𝑏− 𝑎)2
2

𝑓 ′(𝜈) = (𝑏− 𝑎) 𝑓
(︂
𝑎+𝑏

2

)︂
+

(𝑏− 𝑎)3
24

𝑓
′′
(𝜉) =

= (𝑏− 𝑎) 𝑓(𝑏)− (𝑏− 𝑎)2
2

𝑓 ′(𝜁) для нек. 𝜈, 𝜉, 𝜁 из (𝑎, 𝑏).

(9)

Если дополнительно на отрезке [𝑎, 𝑏] задана сетка равноотстоящих узлов

𝑎 = 𝑢0 < 𝑢1 < · · · < 𝑢𝑛 = 𝑏, 𝑢𝑖 = (𝑏− 𝑎) 𝑖/𝑛 ,
то для нахождения интеграла можно воспользоваться обобщенной формулой прямоугольни-
ков [11, 12]

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =
𝑏− 𝑎
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓

(︂
𝑢𝑖−1+𝑢𝑖

2

)︂
+

(𝑏− 𝑎)3
24𝑛2

𝑓
′′
(𝜂) для нек. 𝜂 ∈ (𝑎, 𝑏).
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Следствие 2. Если область интегрирования есть отрезок [0, 𝜋/4], а 𝑓(𝑥) = −𝑙𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝑥,
то обобщенная формула прямоугольников принимает вид

−
𝜋/4∫︁
0

ln cos 𝑥 𝑑𝑥 = − 𝜋

4𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

ln cos
(2 𝑖−1)𝜋

8𝑛
+
𝜋3

43
1

24𝑛2
(1 + tg2 𝜂) для нек. 𝜂 ∈ (0, 𝜋/4).

То есть
4𝑛

𝜋
𝐿(𝜋/4) = −

𝑛∑︁
𝑖=1

ln cos
(2 𝑖−1)𝜋

8𝑛
+

𝜋2

384𝑛
(1 + tg2 𝜂) .

Положим 𝐹 =
√︀
𝐸/2 = exp(−4𝐿(𝜋/4)/𝜋) ≡ 0.5 exp(2𝐺/𝜋) = 0.89581 . . . , и тогда

𝑛∏︁
𝑖=1

cos
(2 𝑖−1)𝜋

8𝑛
= 𝐹𝑛 exp

(︂
𝜋2 𝜇

384

1

𝑛

)︂
для нек. 𝜇 ∈ (1, 2). (10)

4.2. Оценка котангенса

Докажем оценку

1

𝑥
− 2

5
𝑥 6 ctg 𝑥 6

1

𝑥
− 1

3
𝑥 ∀𝑥 ∈ (0, 𝜋/4] . (11)

Вывод оценки (11) состоит из двух этапов.
Этап 1/2. Зафиксируем грубую оценку котангенса:

1/𝑥− 𝑥 < ctg 𝑥 < 1/𝑥 ∀𝑥 ∈ (0, 𝜋/4] . (12)

В самом деле, верхняя оценка следует из того факта, что ряд Маклорена для тангенса состоит
только из положительных членов: tg(𝑥) = 𝑥 + 𝑥3/3 + · · · , то есть 𝑥 < tg 𝑥. Нижняя оценка
неравенства (12) устанавливается [13] так:

ctg 𝑥 =
cos 𝑥

sin 𝑥
>

cos 𝑥

𝑥
>

√
1− 𝑥2
𝑥

>
1− 𝑥2
𝑥

=
1

𝑥
− 𝑥 .

Этап 2/2. Уточним оценку (12). С целью уточнения нижней оценки рассмотрим последо-
вательность чисел 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, . . . , в которой 𝑏0 = 1, 𝑏𝑛+1 = 𝑏𝑛/4+3/10 . Для этой последователь-
ности справедливы три свойства:
1. 0 < 𝑏𝑛 6 1 ∀𝑛 > 0;
2. 𝑏𝑛 → 2/5 при 𝑛→∞;
3. ctg(𝑥) > 1/𝑥− 𝑏𝑛𝑥 ∀𝑛 > 0;
Второе свойство вытекает из представления 𝑏𝑛 = 2/5 + 𝑏′𝑛, а третье свойство доказывается по
индукции и при этом существенно используются отношения:

ctg 𝑥 =
1

2

(︂
ctg(𝑥/2)− 1

ctg(𝑥/2)

)︂
и − 1

4− 𝑏𝑛𝑥2
> − 3

10
при 𝑏𝑛𝑥

2 6 2/3 .

Свойства 2 и 3 фактически устанавливают нижнюю оценку из (11). Верхняя оценка устанав-
ливается аналогично.

Следствие 3. Если 𝑥 = 𝜋/(4𝑛), то

4𝑛

𝜋

(︂
1− 𝜋2

40

1

𝑛2

)︂
< ctg 𝑥 <

4𝑛

𝜋

(︂
1− 𝜋2

48

1

𝑛2

)︂
. (13)
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4.3. Оценка суммы 𝑅𝑛

Докажем, что для 𝑛 > 4 имеет место оценка

0.256𝑛 6 𝑅𝑛 6 0.389𝑛 . (14)

Вывод оценки (14) состоит из четырех этапов.
Этап 1/4. Применение известной формулы [14, §4.4.7] для суммы

∑︀
tg2(·) сводит задачу

оценки 𝑅𝑛 к оценке величины 𝐶𝑛:

𝑅𝑛 =

2𝑛∑︁
𝑖=1

tg2
(2𝑖−1)𝜋

8𝑛
− 𝐶𝑛 = 8𝑛2 − 2𝑛− 𝐶𝑛 , где 𝐶𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=1

ctg2
(2𝑖−1)𝜋

8𝑛
.

Этап 2/4. Неравенство (11) позволяет оценить числа 𝐶𝑛:

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
8𝑛

(2𝑖−1)𝜋 −
2

5

(2𝑖−1)𝜋
8𝑛

)︂2

6 𝐶𝑛 6
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
8𝑛

(2𝑖−1)𝜋 −
1

3

(2𝑖−1)𝜋
8𝑛

)︂2

.

Откуда

𝐶𝑛 6

(︂
8𝑛

𝜋

)︂2 𝑛∑︁
𝑖=1

1

(2𝑖−1)2 −
2

3
𝑛+

1

9

(︁ 𝜋
8𝑛

)︁2 𝑛∑︁
𝑖=1

(2𝑖−1)2

𝐶𝑛 >

(︂
8𝑛

𝜋

)︂2 𝑛∑︁
𝑖=1

1

(2𝑖−1)2 −
4

5
𝑛+

4

25

(︁ 𝜋
8𝑛

)︁2 𝑛∑︁
𝑖=1

(2𝑖−1)2

подставляя известные выражения [14, §4.1.3], [4, §0.12] для сумм нечетных чисел, имеем:

𝐶𝑛 6
64𝑛2

𝜋2
1

8

(︀
𝜋2 − 2𝜓′ (︀𝑛+1

2

)︀)︀
− 2

3
𝑛+

1

9

𝜋2

64𝑛2
1

3
(4𝑛3−𝑛)

𝐶𝑛 >
64𝑛2

𝜋2
1

8

(︀
𝜋2 − 2𝜓′ (︀𝑛+1

2

)︀)︀
− 4

5
𝑛+

4

25

𝜋2

64𝑛2
1

3
(4𝑛3−𝑛)

и, наконец,

𝐶𝑛 6 8𝑛2 − 16𝑛2

𝜋2
𝜓′ (︀𝑛+1

2

)︀
− 2

3
𝑛+

𝜋2

432
𝑛− 𝜋2

1728

1

𝑛

𝐶𝑛 > 8𝑛2 − 16𝑛2

𝜋2
𝜓′ (︀𝑛+1

2

)︀
− 4

5
𝑛+

𝜋2

300
𝑛− 𝜋2

1200

1

𝑛

Этап 3/4. Комбинируя результаты этапов 1/4 и 2/4, а также избавляясь от одного несу-
щественного слагаемого в левой части двойного неравенства, имеем:

16𝑛2

𝜋2
𝜓′ (︀𝑛+1

2

)︀
−
(︂
4

3
+
𝜋2

432

)︂
𝑛 6 𝑅𝑛 6

16𝑛2

𝜋2
𝜓′ (︀𝑛+1

2

)︀
−
(︂
6

5
+
𝜋2

300

)︂
𝑛+

𝜋2

1200

1

𝑛
.

Этап 4/4. Комбинируя результат этапа 3/4 и оценку (8), имеем:(︂
16

𝜋2
197

198
− 4

3
− 𝜋2

432

)︂
𝑛 6 𝑅𝑛 6

(︂
16

𝜋2
− 6

5
− 𝜋2

300

)︂
𝑛+

𝜋2

1200

1

𝑛
.

Избавляясь за счет разумных округлений от слагаемого с 𝑛−1, окончательно получаем оценку
(14).
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4.4. Оценка суммы 𝑆𝑛

Докажем, что для 𝑛 > 4 имеет место оценка

ln𝐸− ln 2

2
𝑛+

ln 2

4
− 0.079

1

𝑛
< 𝑆𝑛 <

ln𝐸− ln 2

2
𝑛+

ln 2

4
+ 0.036

1

𝑛
. (15)

Вывод оценки (15) состоит из пяти этапов.
Этап 1/5. Положим Δ = 𝜋/(8𝑛) и определим интегралы

𝐿0 = −
Δ∫︁
0

ln cos𝑥 𝑑𝑥 , 𝐿1 = −
𝜋/4−Δ∫︁
Δ

ln cos𝑥 𝑑𝑥 , 𝐿2 = −
𝜋/4∫︁

𝜋/4−Δ

ln cos𝑥 𝑑𝑥 .

В результате применения к интегралам 𝐿0 и 𝐿2 квадратурных формул соответственно левых
и правых прямоугольников (9) получим:

0 < 𝐿0 <
𝜋2

256𝑛3
,

𝜋 ln 2

16𝑛
− 𝜋2

128𝑛2
< 𝐿2 <

𝜋 ln 2

16𝑛
− 𝜋3

1024𝑛3
,

то есть

𝜋 ln 2

16𝑛
− 𝜋2

128𝑛2
< 𝐿0 + 𝐿2 <

𝜋 ln 2

16𝑛
+

𝜋2 (4− 𝜋)
1024𝑛3

. (16)

Этап 2/5. Разобьем область интегрирования интеграла 𝐿1 на 𝑛−1 штук отрезков[︂
𝜋𝑖

4𝑛
−Δ ,

𝜋𝑖

4𝑛
+Δ

]︂
𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1

Применяя для каждого отрезка квадратурную формулу средних прямоугольников (9) и сум-
мируя полученные выражения, имеем:

𝐿1 = − 𝜋

4𝑛
𝑆𝑛 +

1

24

(︁ 𝜋
4𝑛

)︁3 𝑛−1∑︁
𝑖=1

(1+ tg2 𝜉𝑖) = − 𝜋

4𝑛
𝑆𝑛 +

1

24

(︁ 𝜋
4𝑛

)︁3(︃
𝑛−1 +

𝑛−1∑︁
𝑖=1

tg2 𝜉𝑖

)︃
, (17)

где 1+ tg2 𝜉𝑖 – значение (− ln cos𝑥)′′ в некоторой точке 𝜉𝑖 𝑖−го отрезка разбиения.
Этап 3/5. Учет монотонности функции tg(𝑥) и диапазонов варьирования величин 𝜉𝑖 поз-

воляет выписать следующие ограничения

𝑅𝑛− tg2
(︁𝜋
4
−Δ

)︁
<

𝑛−1∑︁
𝑖=1

tg2 𝜉𝑖 < 𝑅𝑛− tg2Δ =⇒ 𝑅𝑛−1 <
𝑛−1∑︁
𝑖=1

tg2 𝜉𝑖 < 𝑅𝑛 . (18)

Этап 4/5. Очевидное равенство 𝐿(𝜋/4) = 𝐿0 + 𝐿1 + 𝐿2 для функции Лобачевского 𝐿(𝑥)
позволяет преобразовать равенство (17) к виду:

𝑆𝑛 =
4𝑛

𝜋
(𝐿0 + 𝐿2 − 𝐿(𝜋/4)) +

1

24

(︁ 𝜋
4𝑛

)︁2(︃
𝑛−1 +

𝑛−1∑︁
𝑖=1

tg2 𝜉𝑖

)︃
(19)

Этап 5/5. Подставляя в (19) оценки (16) и (18), имеем:

𝑆𝑛 <
4𝑛

𝜋

(︂
𝜋 ln 2

16𝑛
+

𝜋2 (4− 𝜋)
1024𝑛3

− 𝐿(𝜋/4)
)︂

+
1

24

(︁ 𝜋
4𝑛

)︁2
(𝑛−1 +𝑅𝑛)

𝑆𝑛 >
4𝑛

𝜋

(︂
𝜋 ln 2

16𝑛
− 𝜋2

128𝑛2
− 𝐿(𝜋/4)

)︂
+

1

24

(︁ 𝜋
4𝑛

)︁2
(𝑛−1 +𝑅𝑛 − 1) .
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В результате эквивалентных преобразований (c учетом равенства 4𝐿(𝜋/4)/𝜋 = (ln 2− ln𝐸)/2)
последние неравенства трансформируются в

𝑆𝑛 <
ln𝐸− ln 2

2
𝑛+

ln 2

4
+

(︂
𝜋2

384
+

𝜋2

384

𝑅𝑛

𝑛

)︂
1

𝑛
+

(︂
𝜋(4− 𝜋)

256
− 𝜋2

384

)︂
1

𝑛2

𝑆𝑛 >
ln𝐸− ln 2

2
𝑛+

ln 2

4
+

(︂
𝜋2

384
+

𝜋2

384

𝑅𝑛

𝑛
− 𝜋

32
− 𝜋2

192

1

𝑛

)︂
1

𝑛

Отбрасывание отрицательного слагаемого с 𝑛−2, учет ограничения 𝑛 > 4 и выполнение ариф-
метических операций с разумными округлениями приводит к оценке (15).

5. Заключительная часть доказательства основного утверждения

Для доказательства оценки (7) заметим, что

𝑦𝑛−1 =
2𝑛√
2

(︃
𝑛−1∏︁
𝑖=1

cos
𝜋𝑖

4𝑛

)︃2

=⇒ 𝑦𝑛−1 =
2𝑛√
2
𝑒2𝑆𝑛 .

Оценка (15) суммы 𝑆𝑛 позволяет вывести ограничения для 𝑦𝑛−1:

2𝑛√
2
exp

(︂
𝑛 ln(𝐸/2) +

ln 2

2
− 0.158

1

𝑛

)︂
< 𝑦𝑛−1 <

2𝑛√
2
exp

(︂
𝑛 ln(𝐸/2) +

ln 2

2
+ 0.072

1

𝑛

)︂
,

которые после эквивалентных преобразований трансформируются в оценку (7).

Следствие 4. Для любого 𝑛 > 4 имеют место оценки:

23/2

𝜋

𝑛3/2

2𝑛−2

(︂
1− 𝜋2

40

1

𝑛2

)︂
< 𝑦1 <

23/2

𝜋

𝑛3/2

2𝑛−2

(︂
1− 𝜋2

48

1

𝑛2

)︂
, (20)

𝐸𝑛 𝑒0.051/𝑛 < 𝐷𝑛(+1) < 𝐸𝑛 𝑒0.103/𝑛, (21)

2

(︂
1

4𝐸

)︂𝑛

𝑒−0.103/𝑛 < |𝐷𝑛(−1)| < 2

(︂
1

4𝐸

)︂𝑛

𝑒−0.051/𝑛; (22)

для справки: (4𝐸)−1 = 0.23820 . . . .

Доказательство. Неравенство (20) следует из оценки (13):

𝑦1 = 𝑦0 ctg
𝜋

4𝑛
=

√
2𝑛

2𝑛−1
ctg

𝜋

4𝑛
=⇒

√
2𝑛

2𝑛−1

4𝑛

𝜋

(︂
1− 𝜋2

40

1

𝑛2

)︂
< 𝑦1 <

√
2𝑛

2𝑛−1

4𝑛

𝜋

(︂
1− 𝜋2

48

1

𝑛2

)︂
Для доказательства оценки (21) достаточно выполнить очевидные тригонометрические

преобразования и воспользоваться равенством (10), в котором 1 < 𝜇 < 2:

𝐷𝑛(1) =
𝑛−1∏︁
𝑘=0

(1 + 𝑥𝑘) =
𝑛−1∏︁
𝑘=0

(︂
1 + cos

(2𝑘+1)𝜋

4𝑛

)︂
= 2𝑛

(︃
𝑛∏︁

𝑘=1

cos
(2𝑘−1)𝜋

8𝑛

)︃2

= 𝐸𝑛 exp

(︂
𝜋2𝜇

192

1

𝑛

)︂

Оценка (22) вытекает из неравенства (2) при 𝑥 = −1. 2
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6. Заключение

Положим ̃︀𝐷𝑛(𝑥) = 2𝑛−1/2𝐷𝑛(𝑥), тогда основные результаты, зафиксированные в соотно-
шениях (1), (4)– (7) и (20)– (22), несколько упрощаются:

𝑇2𝑛(𝑥) = (−1)𝑛 ̃︀𝐷𝑛(𝑥) ̃︀𝐷𝑛(−𝑥) , (1′)

̃︀𝐷𝑛(𝑥𝑘) = ̃︀𝐷𝑛(𝑥𝑘−1) ctg
𝜋𝑘

4𝑛
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛−1 , (4′)̃︀𝐷𝑛(0) = 1 , (5′)̃︀𝐷𝑛(𝑥0) = 2

√
𝑛, (6′)

(2𝐸)𝑛 𝑒−0.158/𝑛
⧸︁√

2 < ̃︀𝐷𝑛(𝑥𝑛−1) < (2𝐸)𝑛 𝑒0.072/𝑛
⧸︁√

2 (2𝐸 = 3.20991 . . . ), (7′)

8𝑛3/2

𝜋

(︂
1− 𝜋2

40

1

𝑛2

)︂
< ̃︀𝐷𝑛(𝑥1) <

8𝑛3/2

𝜋

(︂
1− 𝜋2

48

1

𝑛2

)︂
, (20′)

(2𝐸)𝑛 𝑒0.051/𝑛
⧸︁√

2 < ̃︀𝐷𝑛(+1) < (2𝐸)𝑛 𝑒0.103/𝑛
⧸︁√

2, (21′)

√
2 (2𝐸)−𝑛𝑒−0.103/𝑛 < | ̃︀𝐷𝑛(−1)| <

√
2 (2𝐸)−𝑛𝑒−0.051/𝑛. (22′)

В терминах асимптотических оценок [15] неравенства (7′), (20′) и (21′) можно представить
так: ̃︀𝐷𝑛(𝑥1) ∼ 8𝑛3/2

⧸︁
𝜋 (𝑛→∞),

̃︀𝐷𝑛(1) ∼ ̃︀𝐷𝑛(𝑥𝑛−1) ∼ (2𝐸)𝑛
⧸︁√

2 (𝑛→∞).
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