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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ËÎÃÀÐÈÔÌÎÂ

ÌÅÒÎÄÎÌ ÂÛÒÅÑÍÅÍÈß

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà ñîìíîæèòåëè ñïåöèàëüíîãî

âèäà, êàæäûé èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, äîïóñêàåò àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå. Îïèñû-

âàåòñÿ ñâÿçü ìåòîäà ñ äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îáñóæäàþòñÿ âî-

ïðîñû ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà äëÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäõîäû ê îáîáùåíèþ ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëîãàðèôì, ìåòîä, ðåäóêöèÿ, ïîãðåøíîñòü, àëãîðèòì.

1. Ââåäåíèå. Ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî X ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â íîð-

ìàëèçîâàííîì âèäå 2P U , ãäå P � öåëîå, à U � âåùåñòâåííîå èç ïîëóèíòåðâàëà [0.5, 1) ;

P íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì, U � ìàíòèññîé. Ïðèìåíèòåëüíî ê ëîãàðèôìó ýòî îçíà÷àåò ñó-

ùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ln(X) = ln(U) − P ln(0.5) . Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ëþáîãî ëîãàðèôìà äîñòàòî÷íî çíàòü àëãîðèòì åãî âû÷èñëåíèÿ íà [0.5, 1) .

2. Ìåòîä âûòåñíåíèÿ. Ïðèâåäåì öåïî÷êó ôîðìàëüíûõ ñâîéñòâ, îáîñíîâûâàþùèõ

ñïîñîá ðåäóêöèè (ñì. [1]) àðãóìåíòà � ôîðìóëó (1), ïðèìåíèìóþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷å-

íèé íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ñâîéñòâà îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëàì èç ïîëóèíòåðâàëà

[0.5, 1) è â ñèëó ñâîåé ïðîñòîòû ïðèâîäÿòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâ. Ïðåæäå âñåãî ââåäåì ñïå-

öèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ òðåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

An =
2n−1

2n
, Bn =

(
2n−1

2n

)2

= A2
n, Cn =

2n−2

2n−1
, ãäå n = 1, 2, ... .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî íóìåðîâàííûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî-

ëóèíòåðâàëîâ I2, I3, ... âèäà In = [An−1, An) . Â ñîâîêóïíîñòè ýòè ïîëóèíòåðâàëû îá-

ðàçóþò ðàçáèåíèå (ñì. ðèñ. 1) ìíîæåñòâà [0.5, 1) , òî åñòü [0.5, 1) = I2 ∪ I3 ∪ ... . Äëÿ
ïîëóèíòåðâàëà [An, 1) áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå: In+ = In+1 ∪ In+2 ∪ ... .
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Ðèñ. 1 Ñåìåéñòâî ïîëóèíòåðâàëîâ I2, I3, ...
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Ñâîéñòâî 1. An−1 < Bn < Cn < An äëÿ âñåõ n ≥ 2 (ñì. ðèñ. 2a).

Ëþáîå ÷èñëî x èç [0.5, 1) ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó ïîëóèíòåðâàëó In , à çíà÷èò,

ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ z : [0.5, 1)→ {2, 3, ...} , ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå n , åñ-
ëè x ∈ In . Íàïðèìåð, z(0.625) = 2 , z(0.828125) = 3 .

Ïóñòü x ∈ Iz = [Az−1, Bz) ∪ [Bz, Az) . Ðàññìîòðèì ÷èñëî x/Az .

Ñâîéñòâî 2. Åñëè x ∈ [Az−1, Bz) , òî x/Az ∈ [Cz, Az) ⊂ Iz (ñì. ðèñ. 2b).

Ñâîéñòâî 3. Åñëè x ∈ [Bz, Az) , òî x/Az ∈ [Az, 1) = Iz+ (ñì. ðèñ. 2b).
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Ðèñ. 2 Ñâîéñòâà 1, 2 è 3 êàê îñíîâàíèÿ ñâîéñòâà 4 è ôîðìóëû (1)

Êàê ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 2 è 3, ïðåîáðàçîâàíèå ïîëóèíòåðâàëà Iz ïîñðåäñòâîì äåëåíèÿ

åãî ÷èñåë íà Az ïðèâîäÿò ê äâîéñòâåííîìó ðåçóëüòàòó:

� ÷èñëà èç [Bz, Az) âûòåñíÿþòñÿ â ïîëóèíòåðâàë Iz+ , à

� ÷èñëà èç [Az−1, Bz) îñòàþòñÿ â Iz , íî ñâîéñòâî 1 ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîâòîðíîå äåëåíèå

íà Az âñå-òàêè âûòåñíèò èõ â Iz+ .

Ñâîéñòâî 4. Åñëè x ∈ Iz , òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x =

 (x/A2
z)AzAz, åñëè x < Bz,

(x/Az)Az − èíà÷å,
(1)

ïðè÷åì Az ∈ Iz+1 , x/A2
z ∈ Iz+ äëÿ x < Bz è x/Az ∈ Iz+ � èíà÷å.

Ëîãàðèôìèðóÿ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà (1), èìååì

Ñâîéñòâî 5. Åñëè x ∈ Iz , òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâî è ñâÿçàííûå ñ íèì

ñîîòíîøåíèÿ:

ln(x) =

 ln(x/A2
z) + 2 ln(Az), åñëè x < Bz;

ln(x/Az) + ln(Az) − èíà÷å;
(2)

Az ∈ Iz+1,

åñëè x < Bz, òî x/A
2
z ∈ Iz+,

åñëè x ≥ Bz, òî x/Az ∈ Iz+

 . (3)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôîðìóëà (2) ñâîäèò âû÷èñëåíèå ln(x) äëÿ x ∈ Iz :
ëèáî ê ïàðå ïîäçàäà÷ ln(Az) (äëÿ Az ∈ Iz+1 ) è ln(x/A2

z) (äëÿ x/A
2
z ∈ Iz+ ) ;

ëèáî ê ïàðå ïîäçàäà÷ ln(Az) (äëÿ Az ∈ Iz+1 ) è ln(x/Az) (äëÿ x/Az ∈ Iz+ ).



Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè òàêîì ïîäõîäå êîëè÷åñòâî çàäà÷ óäâàèâàåòñÿ, à ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, âñå àðãóìåíòû âûòåñíÿþòñÿ â Iz+ . Âûòåñíåíèå àðãóìåíòîâ çàâîäèò èõ â ëåâóþ

îêðåñòíîñòü 1 , ãäå ïîâåäåíèå ôóíêöèè ln(x) õîðîøî èçó÷åíî.

Ñâîéñòâî 6. ln(x) ∼ x−1 ïðè x→ 1 .

Ñâîéñòâî 7. Åñëè 0.5 ≤ 1−δ ≤ x < 1 , òî 0 < x−1− ln(x) ≤ 1
2(1−δ)(x−1)2 .

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé δ = 2−η , ãäå η � öåëî÷èñ-

ëåííûé ïàðàìåòð òî÷íîñòè, η = 2, 3, ... . Ïðè ýòîì

Ñâîéñòâî 8. Óñëîâèÿ 1−2−η ≤ x < 1 , Aη ≤ x < 1 , x ∈ Iη+ è z(x) > η

ýêâèâàëåíòíû.

Äëÿ àðãóìåíòà x èç [0.5, 1) è ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà òî÷íîñòè η ðåêóðñèâíî

îïðåäåëèì ôóíêöèþ Rln(x; η) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rln(x; η) =


x− 1, åñëè z > η, ãäå z = z(x),

Rln(x/A2
z; η) + 2Rln(Az; η), åñëè z ≤ η è x < Bz,

Rln(x/Az; η) + Rln(Az; η) − èíà÷å.

(4)

Èäåÿ âû÷èñëåíèÿ y0 = ln(x0) ìåòîäîì âûòåñíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî y0 ≈ Rln(x0; η) .

Ïàðàìåòð η ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì. Àëãîðèòìè÷åñêóþ êîððåêòíîñòü, ò.å. êîíå÷íîñòü ïðî-

öåññà âû÷èñëåíèÿ Rln(x0; η) , ãàðàíòèðóþò ñâîéñòâà 5 è 6.

�Âðîæäåííûì ïîðîêîì� ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ çàìåíà ln(x) íà x−1 ïðè z(x) > η . Îáùàÿ

ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç îøèáîê îêðóãëåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè àðèô-

ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ∆a è èç ïîãðåøíîñòè çàìåí ∆e , òî åñòü |Rln(x0; η)−y0| < ∆a+∆e.

Äëÿ îöåíêè ∆e îïðåäåëèì (èç ñàìûõ îáùèõ ñîîáðàæåíèé) âåðõíþþ ãðàíèöó ÷èñëà çà-

ìåí. Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî çàìåí âîçìîæíî, åñëè:

� èñõîäíûé àðãóìåíò x0 ∈ I2 , è
� 1 çàäà÷à äëÿ àðãóìåíòà èç I2 ïîðîæäàåò 2 çàäà÷è äëÿ àðãóìåíòîâ èç I3 ,

� 2 çàäà÷è äëÿ àðãóìåíòîâ èç I3 ïîðîæäàþò 4 çàäà÷è äëÿ àðãóìåíòîâ èç I4 , è ò. ä.

Â êîíå÷íîì èòîãå íà ïîëóèíòåðâàëå Iη+ çàìåíàìè ðåøàþòñÿ 2η−1 çàäà÷. Ñ ó÷åòîì ñâîé-

ñòâà 7 ïîãðåøíîñòü ∆e îöåíèâàåòñÿ òàê:

∆e ≤
1

2(1−2−η)
(2−η)2 · 2η−1 =

1

1−2−η 2−(η+2) < 2−(η+1).

Ïðåäëîæåííûé â [2] ìåòîä ðåäóêöèè àðãóìåíòà ôóíêöèè log2(x) ïîçâîëåò óëó÷-

øèòü îöåíêó íà äâà ïîðÿäêà: ∆e < 2−(η+3) . Âìåñòå ñ òåì, ïðèâëå÷åíèå äîïîëíè-

òåëüíîãî ñâîéñòâà An/A
2
n+1 ∈ I2n+2 ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ïîëó÷åííóþ îöåíêó ê âèäó

∆e < 2−(η+1) 2−m(η) , ãäå m(η) � ðåêóððåíòíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ ïîïðàâîê, ïðè-

íèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 6, 7, 7, 8, 9, 9, 10, 11, 11, 12, 13,



13, 14, 15, 16, 16, 17, 18, 18, 19, 20, 21, 22, 22, 23 äëÿ η = 2, 3, ..., 38, 40−1 . Òàê, ïðè

η = 15, m(η) = 6 è ∆e < 2−16 2−6 = 2−22 .

3. Ïðîãðàììèðîâàíèå ìåòîäà âûòåñíåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì òðè îáñòîÿ-

òåëüñòâà, âàæíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà.

1. Çàäà÷à íîðìàëèçàöèè ÷èñåë òðåáóåò çíàíèÿ ñòàíäàðòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë â êîìïüþòåðå [3]. Íå îòâëåêàÿñü íà ýòè äåòàëè, áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíîé

ïðîöåäóðó FEX(X,P,U), êîòîðàÿ ïî çàäàííîìó ïîëîæèòåëüíîìó X âû÷èñëÿåò åãî ïî-

ðÿäîê P è ìàíòèññó U. Ðåçóëüòàòîì FEX(1, P,U) ÿâëÿþòñÿ P=1 è U=0.5, ðåçóëüòàòîì

FEX(5.5, P,U) � P=3 è U=0.6875 è ò. ä. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûì

êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ìàíòèññû. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì

ñ÷èòàòü ìàíòèññó ñîðîêàðàçðÿäíîé, ïîëàãàÿ, ÷òî â íàñòîÿùåì èçëîæåíèè ÷èñëî 40 èã-

ðàåò ðîëü ïàðàìåòðà.

2. Ôóíêöèÿ z(x) óäîáíà äëÿ çàïèñè ôîðìóë, íî íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ z(x)

îïðåäåëÿåò ïåðåáîðíûé õàðàêòåð ìåòîäà âûòåñíåíèÿ. Áåçóñëîâíî, íàèëó÷øèé ñïîñîá

âû÷èñëåíèÿ z(x) ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ðàçðÿäîâ äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ x . Ôàê-

òè÷åñêè z(x) åñòü íîìåð ñàìîãî ëåâîãî íóëÿ â äðîáíîé ÷àñòè àðãóìåíòà: z(0.625) =

z(0.1012) = 2 , z(0.828125) = z(0.1101012) = 3 è ò. ä. Îäíàêî èç ìåòîäîëîãè÷åñêèõ ñî-

îáðàæåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ z(x) áóäåì èñïîëüçîâàòü çàðàíåå ïîäãîòîâëåííûé ìàññèâ-

ñïðàâî÷íèê âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ABD[ 1, ... , 40 ] = (A1, ..., A40 ). Â ýòîì ñëó÷àå z(X) = Z,

åñëè ABD[ Z−1 ] ≤ X < ABD[Z ].

Òàê èëè èíà÷å, âû÷èñëåíèå z(x) ñâîäèòñÿ ê ïåðåáîðó íîìåðîâ 2, 3, ... äî òåõ ïîð ïîêà

íå âñòðåòèòñÿ ïîäõîäÿùèé íîìåð z , à ïîñëå åãî îáíàðóæåíèÿ âîçíèêàþò äâå íîâûå

çàäà÷è z(Az) è z(x/Akz) (äëÿ k=1 èëè k=2), íî, êàê ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 5, äëÿ èõ

ðåøåíèÿ ïðîöåññ ïåðåáîðà íîìåðîâ ìîæíî íà÷èíàòü ñ z+1 .

3. Îêîí÷àíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì Z>ETA , ãäå ETA

� öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Íàïðèìåð, ETA = 15.

Áóêâàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ôîðìóëû (4) íà ÿçûêå Ïàñêàëü ñîñòîèò èç âñïîìîãàòåëüíîé

ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè RCR è èç îñíîâíîé ôóíêöèè LNR.

function RCR(X : real; Z : integer) : integer;

begin Z:=Z+1;

if Z > ETA

then RCR:=X-1

else if X < sqr(ABD[Z])

then RCR:=RCR(X/sqr(ABD[Z]),Z) + 2*RCR(ABD[Z],Z)

else if X < ABD[Z]

then RCR:=RCR(X/ABD[Z],Z) + RCR(ABD[Z],Z)

(* next Z *) else RCR:=RCR(X,Z) end;



function LNR(X : real) : real;

var P : integer;

begin FEX(X,P,X); LNR:=RCR(X,1)-P*RCR(0.5,1) end;

Ïåðâàÿ èç íèõ âûïîëíÿåò âñåâîçìîæíûå ïðîâåðêè è ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ àðãóìåíòà X

íà ïîëóèíòåðâàëå IZ+1 , à âòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò êîððåêòíûå îáðàùåíèÿ ê RCR è âûðà-

áàòûâàåò èñêîìîå ïðèáëèæåíèå ln(X) .

Äàæå ïðè ðàçîâîì âû÷èñëåíèè LNR(X) ìíîãîêðàòíî âîçíèêàþò è ðåøàþòñÿ �ñ íóëÿ�

ñîâåðøåííî îäèíàêîâûå çàäà÷è âèäà RCR(ABD[Z], Z). Â ñâÿçè ñ ýòèì èìååò ñìûñë çà-

ðàíåå çàïàñòè ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ â ñïðàâî÷íèêå ALN[ 1, .., 40 ]. Êðîìå òîãî,

äëÿ ÷èñåë BZ òàêæå èìååò ñìûñë çàâåñòè ñïðàâî÷íèê BBD[ 1, .., 40 ], òî åñòü ALN[ Z ]

= RCR(ABD[Z], Z), BBD[ Z ] = BZ . Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (4) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé

âèä:

Rln(x; η) = x

η∏
i=2

A−ki
i − 1 +

η∑
i=2

ki×ALN[ i ], ãäå ki ∈ {0, 1, 2}.

Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì âûãëÿäèò òàê:

function LNT(X : real) : real;

var T : real;

Z : integer;

begin FEX(X,Z,X);

T:=-Z*LNA[1];

for Z:=2 to ETA do

if X < BBD[Z] then begin X:=X/BBD[Z]; T:=T+2*ALN[Z] end

else if X < ABD[Z] then begin X:=X/ABD[Z]; T:=T+ ALN[Z] end;

LNT:=X-1+T end;

Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà LNT åñòü O(η) , à äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ η çíà÷åíèé

ñïðàâî÷íèêà ALN ìîæíî ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè O(η2) . Ïðè ïåðå-

õîäå îò LNR ê LNT òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôèêñè-

ðîâàííîãî ïàðàìåòðà òî÷íîñòè η ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ LNT(X) ìîæíî óìåíüøèòü,

åñëè âíåñòè â ñïðàâî÷íèê ALN âìåñòî Rln(Az; η) ñóùåñòâåííî áîëåå òî÷íûå çíà÷åíèÿ

ln(AZ) , ïîëó÷åííûå, ñêàæåì, èíûì ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìîâ [1, 4].

Â ïðèâåäåííîì àëãîðèòìå èñòî÷íèêàìè ïîãðåøíîñòè ∆a ÿâëÿþòñÿ äàííûå èç ñïðà-

âî÷íèêîâ ALN è BBD, à òàêæå îïåðàöèè äåëåíèÿ; îñòàëüíûå äåéñòâèÿ äîïóñêàþò òî÷-

íîå âûïîëíåíèå. Îáùàÿ ïðîáëåìà âñåõ ðåàëèçàöèé ñâÿçàíà ñ âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé

BZ . Èç-çà îãðàíè÷åííîñòè ðàçðÿäîâ äëÿ çàïèñè ìàíòèññû ïðè Z > 40/2 ÷èñëà BZ òå-

ðÿþò ìëàäøóþ åäèíèöó è ñòàíîâÿòñÿ íåîòëè÷èìûìè îò AZ−1 , ïîýòîìó óñëîâèÿ X <

BBD[Z] îêàçûâàþòñÿ ëîæíûìè, è öåëàÿ âåòâü âû÷èñëåíèé îêàçûâàåòñÿ çàáëîêèðîâàí-

íîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ETA > 40/2 àëãîðèòìû íà÷èíàþò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò



ïîãðåøíîñòåé îêðóãëåíèÿ, ÷òî îãðàíè÷èâàåò èõ ïðèìåíåíèå. È âñå-òàêè ñèòóàöèÿ íå

ñòîëü äðàìàòè÷íà.

4. Îáîáùåíèå ìåòîäà. Ïðåäëîæåííûé â ï.2 ìåòîä âûòåñíåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ïðåäñòàâèòåëÿ öåëîãî êëàññà ìåòîäîâ, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ïàðàìåò-

ðàìè. Ðàññìîòðèì îäèí èç ñïîñîáîâ ïàðàìåòðèçàöèè, ïîðîæäàþùèé îáîáùåííûé ìåòîä

âûòåñíåíèÿ, ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 3a. Ôîðìàëüíî îáîáùåííûé ìåòîä

îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ En è Rn :

An−1 ≤ En < An, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò En ∈ In;

An ≤
An−1

RnAn
≤

En

RnAn
≤ 1, [An−1, En)/(RnAn) ⊆ In+;

An ≤ Rn < 1, Rn ∈ In+;

An ≤
En

An
< 1, [En, An)/An ⊆ In+.

Ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâàì:{
Bn ≤ En ≤ Cn

En/An ≤ Rn ≤ Cn/An
(5)

Ïàðû (En, Rn) , óäîâëåòâîðÿþùèå (5), îáðàçóþò òðåóãîëüíóþ îáëàñòü ERn , èçîáðàæåí-

íóþ íà ðèñóíêå 3b.

x
An−1

Bn

En

An 1
/Rn

/An

Rn

En

Bn Cn

An

Cn
An

An−1

An

a b

Ðèñ. 3 Ñõåìà îáîáùåííîãî ìåòîäà è îáëàñòü ERn

Ñâîéñòâî 9 (îáîáùåíèå ñâîéñòâà 5). Åñëè x ∈ Iz è (Ez, Rz) ∈ ERz , òî ñïðàâåäëèâû

ôîðìóëà (6) è ñîîòíîøåíèÿ (7):

ln(x) =

 ln((x/Rz)/Az) + ln(Az) + ln(Rz), åñëè x < Ez,

ln( x/Az) + ln(Az), − èíà÷å;
(6)

Az ∈ Iz+1 è Rz ∈ Iz+,
åñëè x < Ez, òî (x/Rz)/Az ∈ Iz+,
åñëè x ≥ Ez, òî x/Az ∈ Iz+

 . (7)



Ïðè ôèêñèðîâàííîì ñïîñîáå âûáîðà En è Rn âû÷èñëåíèå ëîãàðèôìà ñ ïîìîùüþ

îáîáùåííîãî ìåòîäà âûòåñíåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Rlm(x; η) =


x− 1, åñëè z = z(x) > η;

Rlm((x/Rz)/Az; η) + Rlm(Az; η) + Rlm(Rz; η), åñëè z ≤ η è x < Ez;

Rlm( x/Az; η) + Rlm(Az; η) − èíà÷å.

Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ En è Rn îáîáùåííûé ìåòîä âûòåñíåíèÿ ïðèîáðåòàåò

äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà, ñïîñîáíûå ïîâëèÿòü è íà îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè àëãîðèò-

ìà, è íà âûáîð ñïðàâî÷íèêîâ. Â ÷àñòíîñòè, âñå ERn ñîäåðæàò ïàðû (E
′
n, An+1) , ãäå

E
′
n = (An−1 +An)/2 � ñåðåäèíà ïîëóèíòåðâàëà In . Èñïîëüçîâàíèå E

′
n è An+1 â êà÷åñòâå

çíà÷åíèé En è Rn ïîðîæäàåò àëãîðèòì, êîòîðûé çàâèñèò îò îøèáîê îêðóãëåíèÿ ïðè

ETA > 40 � 2, ÷òî âïîëíå ïðèåìëåìî äëÿ ðåàëüíûõ çàäà÷.

Â îáùåì ñëó÷àå îáëàñòè ERn îáëàäàþò ñåòî÷íûì ñòðîåíèåì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.

4 è ñôîðìóëèðîâàíî â âèäå ñâîéñòâà 10.

Rn

En
A2 A3A4

1A2

A3

A4

1
ER2

ER3

ER4

R3

E3

A5

A4

A3

B3

ER3

R4

E4

A7
A6

A5

A4

B4

ER4

Ðèñ. 4 Ñòðîåíèå îáëàñòåé ERn

Ñâîéñòâî 10. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 2 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

An < An+1 < ... < Ar < Cn/An, ãäå r = z(Cn/An), è

Bn = AnAn < An+1An < ... < ArAn < Cn.

Òàêèì îáðàçîì, óçëàìè ñåòêè äëÿ îáëàñòè ERn ÿâëÿþòñÿ:

1) ïàðû (AkAn , Am) , ãäå (k ,m) ∈ {n, n+ 1, ..., r}2 è k ≤ m (ñëó÷àé 1);

2) ïàðû (AjAn , Cn/An) , ãäå j = n, n+ 1, ..., r (ñëó÷àé 2);

3) ïàðà (Cn , Cn/An) (ñëó÷àé 3) .

Åñëè â ôîðìóëå (6) íà ïîëóèíòåðâàëå Iz çíà÷åíèÿ Ez è Rz âûáðàíû ðàâíûìè ñîîò-

âåòñòâåííî Az+pAz è Az+q (ñëó÷àé 1, n=z, k=z+p, m=z+q ), òî ñîîòíîøåíèÿ (7) ïðè-

íèìàþò ñëåäóþùèé óòî÷íåííûé âèä:

Az ∈ Iz+1 è Rz ∈ I(z+q)+,
åñëè Ez ≤ x, òî x/Az ∈ I(z+p)+,
åñëè Ez > x, òî (x/Rz)/Az ∈ I(z+p)+

 .



Äðóãèìè ñëîâàìè, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ln(x) (äëÿ x ∈ Iz ) ñâîäèòñÿ ê ïîäçàäà÷å ln(Az)

(äëÿ Az ∈ Iz+1 ), êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ:

� ëèáî ñîâìåñòíî ñ ïîäçàäà÷åé ln(x/Az) (äëÿ x/Az ∈ I(z+p)+ );
� ëèáî ñîâìåñòíî ñ ïîäçàäà÷àìè ln((x/Rz)/Az) (äëÿ (x/Rz)/Az ∈ I(z+p)+ ) è ln(Rz) (äëÿ

Rz ∈ I(z+q)+ ).
Òîëüêî îäíà èç ïåðå÷èñëåííûõ ïîäçàäà÷ � ïîäçàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ln(Az) � âûòåñíÿåòñÿ

â ñëåäóþùèé ïîëóèíòåðâàë Iz+1 , â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå ïîäçàäà÷è âûòåñíÿþòñÿ

âïåðåä íà p è q ïîëóèíòåðâàëîâ. Íà ïåðâûé âçãëÿä, En è Rn ñëåäóåò âûáèðàòü òàê,

÷òîáû ÷èñëà p è q áûëè ìàêñèìàëüíûìè, à åùå ëó÷øå èñïîëüçîâàòü En = Cn , Rn =

Cn/An . Îäíàêî ïðè ñóùåñòâåííûõ îòêëîíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ En è Rn îò ìåäèàííûõ

çíà÷åíèé àëãîðèòì íà÷èíàåò çàâèñåòü îò ïîãðåøíîñòåé îêðóãëåíèÿ.

5. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. 1. Ïî÷òè âñå îïåðàöèè, çàäåéñòâîâàííûå â ìåòî-

äå âûòåñíåíèÿ, ðåàëèçóþòñÿ áûñòðûìè êîìàíäàìè ëîãè÷åñêîãî òèïà [2]. Åäèíñòâåííîå

èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò îïåðàöèÿ äåëåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íî è îíà äîïóñêàåò îïðå-

äåëåííóþ ñâîáîäó â âûáîðå äåëèòåëÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü îøèáêó îêðóãëå-

íèÿ. 2. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò ðàáîòîñïîñîáíîñòü è ýôôåêòèâ-

íîñòü ìåòîäà. 3. Ìåòîä âûòåñíåíèÿ äîïóñêàåò çàìåíó ñòåïåíåé äâîéêè íà ñòåïåíè ÷èñåë

èç [2, 3) . Âàðüèðîâàíèå îñíîâàíèÿìè ñòåïåíåé ñïîñîáíî ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé,

íî èñêëþ÷àåò èñïîëüçîâàíèå êîìàíä ëîãè÷åñêîãî òèïà. 4. Ìåòîä âûòåñíåíèÿ ìîæíî

óñïåøíî ïðèìåíÿòü è äëÿ âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòíûõ êîðíåé.
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