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Àííîòàöèÿ�Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíûõ ãðàììàòèê, îáëàäàþùèõ çàäàííûì íàáîðîì ñâîéñòâ. Ñôîðìóëèðîâàíû äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è. Èññëåäîâàíû øåñòü êëàññîâ è äåâÿòü ñâîéñòâ, äëÿ
êîòîðûõ óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü èõ ñîâìåùåíèÿ â îäíîé ãðàììàòèêå.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè Àõî è Óëüìàíà [1] óïîìèíàþòñÿ áîëåå øåñòèäåñÿòè ñâîéñòâ/õàðàê-
òåðèñòèê ôîðìàëüíûõ ãðàììàòèê; ãðàììàòèêè áûâàþò �àâòîìàòíûå�, �áåç e-ïðàâèë�, �îáùåãî
âèäà� è ò.ä. Â øèðîêîì ñìûñëå ïîä ñâîéñòâîì ãðàììàòèêè ïîíèìàåòñÿ åå ïðèíàäëåæíîñòü
çàðàíåå îïðåäåëåííîìó êëàññó. Ïîñëå âûõîäà ìîíîãðàôèè ïðîøëî 40 ëåò, íàóêà øàãíóëà äà-
ëåêî âïåðåä, è êîëè÷åñòâî èçó÷åííûõ êëàññîâ óâåëè÷èëîñü êðàòíî. Èñïîäâîëü, íî íàñòîé÷èâî
ñòàëà çàÿâëÿòü î ñåáå ïðîáëåìà ñîâìåñòèìîñòè â îäíîé ãðàììàòèêå íåñêîëüêèõ ñâîéñòâ. Ñêà-
æåì, ëåâàÿ ôàêòîðèçàöèÿ ñïîñîáíà ïîðîäèòü öåïíûå ïðàâèëà âûâîäà [1], à óñòðàíåíèå öåïíûõ
ïðàâèë âûâîäà ìîæåò ïîòðåáîâàòü ïîâòîðíîé ëåâîé ôàêòîðèçàöèè, è ò.ä. Åñòü ëè âûõîä èç
ýòîãî êðóãà? Ìîæíî ëè íàäåÿòüñÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ãðàììàòèê, íå èìåþùèõ öåïíûõ ïðàâèë
è íå òðåáóþùåé ëåâîé ôàêòîðèçàöèè? Ýòîò êîíêðåòíûé âîïðîñ äëÿ ïàðû ñâîéñòâ ïîäâîäèò ê
ïîñòàíîâêå îáùåé çàäà÷è ñîâìåñòèìîñòè.

Çàäà÷à ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ. Äëÿ âñåõ ãðàììàòèê èç êëàññà Γ äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
â òîì æå êëàññå Γ ýêâèâàëåíòíûõ ãðàììàòèê, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàðàíåå ïåðå÷èñëåííûì
ñâîéñòâàì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ,
êîòîðàÿ íå îáÿçàíà èìåòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ.

2. ÌÎÄÅËÜ ÑÎÂÌÅÑÒÈÌÎÑÒÈ ÑÂÎÉÑÒÂ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì [3] áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè
M =< Γ; =, ..., >, ãäå Γ � îñíîâíîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíî ñèììåòðè÷íîå, ðå-
ôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè =. Êàæäûé ýëåìåíò G ∈ Γ âõîäèò â

åäèíñòâåííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [G]
def
= {G′ ∈ Γ | G′ = G}. Ñîâîêóïíîñòü êëàññîâ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ìíîæåñòâîì [3] è îáîçíà÷àåòñÿ Γ/=. Ïî îòíîøåíèþ ê ôàêòîð-
ìíîæåñòâó âñå ïîäìíîæåñòâà èç Γ ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ýêñòåíñèîíàëû ñâîéñòâ è ïîäâèäû.

Äëÿ îñíîâíîãî ìíîæåñòâà Γ ïîäìíîæåñòâî Γext íàçûâàåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà (ýêñ-
òåíñèîíàëîì), åñëè Γext èìååò îáùèå ýëåìåíòû ñî âñåìè êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè:

∀E ∈ Γ/= âûïîëíÿåòñÿ E ∩ Γext 6= ∅; (1)
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Äëÿ îñíîâíîãî ìíîæåñòâà Γ ïîäìíîæåñòâî Γsub íàçûâàåòñÿ ïîäâèäîì, åñëè

∃E ∈ Γ/= òàêîé, ÷òî E ∩ Γsub = ∅.

Ñ öåëüþ óíèôèêàöèè òåðìèíîëîãèè â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îñíîâíîå ìíîæåñòâî Γ
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäâèäîì.

Íà ðèñóíêå 1 îñíîâíîå ìíîæåñòâî Γ èçîáðàæåíî â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà, à êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè � â âèäå åãî ïîëîñ. Ýêñòåíñèîíàë ñâîéñòâà Γext è ïîäâèä Γsub èçîáðàæåíû ïðÿìî-
óãîëüíèêàìè ñî ñêîøåííûìè óãëàìè.

Γ

Γsub

Γext

Ðèñ. 1. Ïîäâèä Γsub è ýêñòåíñèîíàë ñâîéñòà Γext

Êîíñòàòèðóþùàÿ ÷àñòü çàäà÷è ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ìîäåëè
M =< Γ; =, Γ1, ..., Γm >, ãäå
Γ � îñíîâíîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäåì íàçûâàòü ãðàììàòèêàìè;
= � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè;
m � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, m ≥ 0;
Γi � ýêñòåíñèîíàëû ñâîéñòâ äëÿ Γ, i = 1, ...,m;

èíîãäà íà ìåñòàõ ñâîéñòâ áóäåì ïèñàòü Γ̈i, ÷òî îçíà÷àåò Γ ∩ Γi.

Îòäåëüíî âçÿòîå ïîäìíîæåñòâî Γi èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü ãðàììàòèê îñíîâíîãî
ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðîìó ñâîéñòâó. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî (çà ïðåäåëàìè ðàññìàòðè-
âàåìîé ìîäåëè) êàæäîå ñâîéñòâî çàôèêñèðîâàíî â âèäå íåêîòîðîãî îäíîìåñòíîãî ïðåäèêàòà.

Ñîâîêóïíîñòü ýêñòåíñèîíàëîâ ñâîéñòâ Γ1, ..., Γm ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïîäìíîæåñòâî ãðàì-
ìàòèê, îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì ñâîéñòâàì ìîäåëè M :

sp(M)
def
= Γ ∩ Γ1 ∩ ... ∩ Γm.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ èìååò ðåøåíèå äëÿ ìîäåëèM , åñëè ïîäìíîæå-
ñòâî E = sp(M) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1). // Èíûìè ñëîâàìè, çàäà÷à ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ
èìååò ðåøåíèå, åñëè äëÿ ëþáîé ãðàììàòèêè G èç Γ íàéäåòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ åé ãðàììàòèêà
G′ ∈ sp(M), äëÿ êîòîðîé

G′ ∈ Γ1, G′ ∈ Γ2, ... , G′ ∈ Γm.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ sp(M), çàäà÷à ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ èìååò ðåøåíèå ïðè m =
0. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè äëÿ ìîäåëè < Γ; =, Γ1, ..., Γm > çàäà÷à ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ

èìååò ðåøåíèå, òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè < Γ; =,Γ
(1)
i , ..., Γ

(k)
i >, ãäå {Γ(1)

i , ..., Γ
(k)
i } ⊆ {Γ1, ..., Γm},

çàäà÷à ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ òàêæå èìååò ðåøåíèå.
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Îïðåäåëåíèå. Ýêñòåíñèîíàë Γ1 â ìîäåëè < Γ; =, Γ1, ..., > íàçûâàåòñÿ ôèêòèâíûì, åñëè
Γ ⊆ Γ1. // Äîáàâëåíèå â ìîäåëü èëè èñêëþ÷åíèå èç ìîäåëè ôèêòèâíûõ ýêñòåíñèîíàëîâ íå
ñêàçûâàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ.

Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ äðóãèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ýêñòåíñèîíàëû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, à èõ ñïîñîáíîñòè ê ñîñóùåñòâîâà-
íèþ �ïåðåäîâåðèì� íåêîòîðîìó ôóíêöèîíàëó Υ : Γ → N, êîòîðûé êàæäîé ãðàììàòèêå îñ-
íîâíîãî ìíîæåñòâà ñîïîñòàâëÿåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â äàëüíåéøåì ôóíêöèîíàëû òàêîãî ðî-
äà áóäåì íàçûâàòü êðîññ�ôóíêöèîíàëàìè. Îñíîâíîå ìíîæåñòâî Γ ñ ôèêñèðîâàííûì êðîññ�
ôóíêöèîíàëîì Υ, áóäåì îáîçíà÷àòü Γ�Υ.

Ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ìîäåëè < Γ�Υ; =,Γ1, ... > ïîäìíîæåñòâî Γ1

ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà, åñëè
(1) Γ1 ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà; è
(2) äëÿ ëþáîé ãðàììàòèêè G ∈ Γ\Γ1 ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêà G′ ∈ [G] òàêàÿ, ÷òî Υ(G) > Υ(G′).

Ñâîéñòâà âòîðîãî ðîäà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ìîäåëè < Γ�Υ; =,Γ1, ... > ïîäìíîæåñòâî Γ1

ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà âòîðîãî ðîäà, åñëè
(1) Γ1 ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà; è
(2) äëÿ ëþáîé ãðàììàòèêè G ∈ Γ\Γ1 ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêà G′ ∈ [G] òàêàÿ, ÷òî Υ(G) ≥ Υ(G′)
è G′ ∈ Γ1.

Óòâåðæäåíèå 2. Çàäà÷à ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ èìååò ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè

M =< Γ�Υ; =, Γ1, ..., Γm >,

åñëè
� ïîäìíîæåñòâà Γ1, ...,Γm−1 ÿâëÿþòñÿ ýêñòåíñèîíàëàìè ñâîéñòâ ïåðâîãî ðîäà, à
� ïîäìíîæåñòâî Γm ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà âòîðîãî ðîäà.

Ïðè m = 1 óòâåðæäåíèå 2 î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ïðè m > 1 ïðåäïî-
ëîæèì îáðàòíîå:

∃G1 ∈ Γ òàêàÿ, ÷òî [G1] ∩ sp(M) = ∅. (2)

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî òîãäà â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè [G1] íàé-
äåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàììàòèê

G1, G2, G3, ... , (3)

ïîðîæäàþùàÿ ìîíîòîííî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Υ(G1), Υ(G2), Υ(G3), ... .

Áàçèñ èíäóêöèè. Î÷åâèäíî G1 ∈ [G1].

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü {G1, ..., Gn } ⊆ [G1] è Υ(G1) > ... > Υ(Gn) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
n ≥ 1. Èç Gn ∩ sp(M) = ∅ ñëåäóåò, ÷òî Gn ∈ Γ \ Γi äëÿ íåêîòîðîãî i. Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà
ñëó÷àÿ: i < m èëè i = m.

Åñëè i < m, òî Γi åñòü ýêñòåíñèîíàë ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà, è äëÿ Gn ñóùåñòâóåò ýêâèâà-
ëåíòíàÿ åé ãðàììàòèêà Gn+1 òàêàÿ, ÷òî Υ(Gn) > Υ(Gn+1).

Åñëè i = m, òî Γi åñòü ýêñòåíñèîíàë ñâîéñòâà âòîðîãî ðîäà, è äëÿ Gn ñóùåñòâóåò ýêâèâà-
ëåíòíàÿ åé ãðàììàòèêà G′n òàêàÿ, ÷òî Υ(Gn) ≥ Υ(G′n) è G′n ∈ Γm.

Ïîñêîëüêó G′n ∈ [Gn] = [G1], òî ñîãëàñíî (2) èìååì: G′n ∈ Γ\Γj äëÿ íåêîòîðîãî j 6= m.

À ñëåäîâàòåëüíî, Γj åñòü ýêñòåíñèîíàë ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà, è äëÿ G′n ñóùåñòâóåò ýêâèâà-
ëåíòíàÿ åé ãðàììàòèêà Gn+1 òàêàÿ, ÷òî Υ(G′n) > Υ(Gn+1).
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Îòêóäà Υ(Gn) ≥ Υ(G′n) > Υ(Gn+1).

Èòàê, èç ôàêòà ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå âñåõ ïîñëåäóþùèõ åå ÷ëåíîâ. Ïîñêîëüêó áåñêîíå÷íîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò, òî ïðåäïîëîæåíèå (2) ëîæíî.

Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî, à èç äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäîâàòåëüíî âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ 3, 4, 5 è 6.

Óòâåðæäåíèå 3. Çàäà÷à ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ èìååò ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè

M =< Γ�Υ; =, Γ1, ..., Γm >,

åñëè ïîäìíîæåñòâà Γ1, ...,Γm ÿâëÿþòñÿ ýêñòåíñèîíàëàìè ñâîéñòâ ïåðâîãî ðîäà.

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè â ìîäåëè < Γ�Υ; =, Γ1 > ïîäìíîæåñòâî Γ1 ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíà-
ëîì ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà, òî äëÿ ëþáîé ãðàììàòèêè G ∈ Γ \ Γ1 ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêà
G′ ∈ [G] òàêàÿ, ÷òî Υ(G) > Υ(G′) è G′ ∈ Γ1.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè â ìîäåëè < Γ�Υ; =, Γ1, ..., Γm > ïîäìíîæåñòâà Γ1, ...,Γm åñòü ýêñ-
òåíñèîíàëû ñâîéñòâ ïåðâîãî ðîäà, òî Γ1, ...,Γm ÿâëÿþòñÿ òàêæå ýêñòåíñèîíàëàìè ñâîéñòâ
âòîðîãî ðîäà. (Îáðàòíîå íåâåðíî.)

Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî êðîññ-ôóíêöèîíàëà Υ äëÿ ìîäåëè
< Γ�Υ; =, Γ1, ..., Γm > çàäà÷à ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ ðàçðåøèìà, òî çàäà÷à ñîâìåñòèìî-
ñòè ñâîéñòâ ðàçðåøèìà äëÿ ìîäåëè < Γ; =, Γ1, ..., Γm >.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè:
• â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàþòñÿ
ÊÑ-ãðàììàòèêè [1] è íåêîòîðûå èõ ïîäâèäû BB ðàçäåë 3

• ýêâèâàëåíòíîñòü ãðàììàòèê ïîíèìàåòñÿ ñòàíäàðòíî BB îïðåäåëåíèå 2
• èññëåäóþòñÿ äåâÿòü êîíêðåòíûõ ñâîéñòâ ãðàììàòèê BB ðàçäåëû 5�7
• êðîññ�ôóíêöèîíàë ôèêñèðóåòñÿ äëÿ âñåõ ìîäåëåé. BB ðàçäåë 4

3. ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÊÎÍÒÅÊÑÒÍÎ-ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÃÐÀÌÌÀÒÈÊ

Îïðåäåëåíèå 1. Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêîé (ÊÑ�ãðàììàòèêîé) íàçûâàåòñÿ ÷åòâåð-
êà G =< N,Σ, P, S >, ãäå
N � àëôàâèò íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ (íåòåðìèíàëîâ);
Σ � íåïåðåñåêàþùèéñÿ ñ N àëôàâèò òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ (òåðìèíàëîâ);
P � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðàâèë âûâîäà âèäà A→ α,

ãäå A ∈ N , è α � öåïî÷êà ñèìâîëîâ èç (N ∪ Σ)∗;
S � âûäåëåííûé ñèìâîë èç N , èìåíóåìûé íà÷àëüíûì ñèìâîëîì.

Â ïîñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ áóäåì òàêæå ïîëàãàòü äåéñòâóþùèìè ñîãëàøåíèÿõ î ñèìâîëàõ,
ïðàâèëàõ è âûâîäèìîñòè.

Ñîãëàøåíèÿ îá èñïîëüçîâàíèè ñèìâîëîâ:
A,B,C, S � íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû èç N , ïðè÷åì S � íà÷àëüíûé ñèìâîë;
a, b, c, d � òåðìèíàëüíûå ñèìâîëû èç Σ∗;
X,Y, Z � ëèáî òåðìèíàëüíûå, ëèáî íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû èç N ∪ Σ;
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α, β, γ, σ � öåïî÷êè ñèìâîëîâ èç (N ∪ Σ)∗;
x, y, z � öåïî÷êè ñèìâîëîâ èç Σ∗ (ïðåäëîæåíèÿ);
|α| � êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ â öåïî÷êå α (äëèíà öåïî÷êè α);
e � öåïî÷êà íóëåâîé äëèíû (ïóñòàÿ öåïî÷êà).

Ñîãëàøåíèÿ î ïðàâèëàõ âûâîäà:
© ïðàâèëî A→ α íàçûâàåòñÿ A-ïðàâèëîì;

© R(G,A)
def
= {α |A→ α ∈ P} � ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ íåòåðìèíàëà A;

© A → α1 | ... | αn åñòü ñîâîêóïíîñòü ïðàâèë A→ α1, ..., A→ αn.

Ñîãëàøåíèÿ î âûâîäèìîñòè:
çàïèñü α⇒G β ⇐⇒ �öåïî÷êà β íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèìà èç öåïî÷êè α�,

åñëè α = α1Aα2, β = α1γα2 è A→ γ ∈ P ;
çàïèñü α⇒∗G β ⇐⇒ �âûâîä öåïî÷êè β èç öåïî÷êè α�,

åñëè α = β èëè α⇒G α1 ⇒G α2 ⇒G ...αn ⇒G β;
äåðåâî âûâîäà åñòü ïðåäñòàâëåíèå âûâîäà A⇒∗G β â âèäå ãðàôà [1];

L(G,α)
def
= { x | α⇒∗G x };

L(G)
def
= L(G,S) � ÿçûê, ïîðîæäàåìûé ãðàììàòèêîé G.

Ïðèíÿòûå ñîãëàøåíèÿ ïîçâîëÿþò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ çàäàâàòü ãðàììàòèêè ïåðå÷èñëåíè-
åì ïðàâèë âûâîäà P . Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî S � îñíîâíîé ñèìâîë, N = {A |A → α ∈ P }, à
ìíîæåñòâî Σ ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ a, b, c, d, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðàâèë âûâîäà.

Îïðåäåëåíèå 2. ÊÑ-ãðàììàòèêè G è G′ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ïîðîæäàþò
îäèí è òîò æå ÿçûê:

G = G′ ⇐⇒ L(G) = L(G′).

3.1. Íàèìåíîâàíèÿ ïðàâèë è ñèìâîëîâ

Áóäåì ïîëàãàòü èçâåñòíîé ÊÑ�ãðàììàòèêó G =< N,Σ, P, S >. Îïðåäåëèì íåêîòîðûå ðàç-
íîâèäíîñòè ïðàâèë èç P è ñèìâîëîâ èç N ∪ Σ.

Ïðàâèëî âûâîäà A→ α í à çû â à åò ñ ÿ
� e�ïðàâèëîì, åñëè α = e;
� öåïíûì ïðàâèëîì, åñëè α ∈ N .
Ãðàììàòèêà GX èç ïðèëîæåíèÿ A ñîäåðæèò äâà e�ïðàâèëà A→ e è D → e, à òàêæå äâà
öåïíûõ ïðàâèëà S → C, A→ D.

Ñèìâîë X í à çû â à åò ñ ÿ áåñïîëåçíûì, åñëè â ãðàììàòèêå G, íå ñóùåñòâóåò âûâîäà
S ⇒∗G xXz ⇒∗G xyz. Äðóãèìè ñëîâàìè:
� òåðìèíàë a ÿâëÿåòñÿ áåñïîëåçíûì, åñëè a íå âõîäèò íè â îäíî ïðåäëîæåíèå èç L(G); a
� íåòåðìèíàë A ÿâëÿåòñÿ áåñïîëåçíûì, åñëè â G íå ñóùåñòâóåò âûâîäà S ⇒∗G xAz ⇒

+
G xyz.

Ââåäåì ðÿä ñïåöèàëüíûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ ÊÑ-ãðàììàòèê.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íåòåðìèíàëà A, ìíîæåñòâî R(G,A) êîòîðîãî ñîñòîèò èç àëüòåðíàòèâ
α1, ..., αn, î á î ç í à ÷ èì :

prefix(G,A)
def
= argmax{|α| : αβ1 = α1, ..., αβn = αn, β1 6= e, ..., βn 6= e},

suffix(G,A)
def
= argmax{|α| : β1α = α1, ..., βnα = αn, β1 6= e, ..., βn 6= e}.

Â ãðàììàòèêå GA èç ðàçäåëà 3.3 prefix(GA, A) = c, suffix(GA, B) = dd.
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Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî X èç N ∪Σ î á î ç í à ÷ èì LD(X) ïîäìíîæåñòâî íåòåðìèíàëîâ èç N ,
óäîâëåòâîðÿþùåå äâóì óñëîâèÿì:
(1) X /∈ LD(X);
(2) ∀A ∈ LD(X) âñå A�ïðàâèëà èìåþò âèä

ëèáî A→ Xα è α 6= e,
ëèáî A→ Bα è B ∈ LD(X).

Â ãðàììàòèêå GL èç ïðèëîæåíèÿ B â êà÷åñòâå LD(X) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ LD(C) = {B},
LD(B) = {A} èëè LD(C) = {A,B}.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî X èç N ∪ Σ î á î ç í à ÷ èì RD(X) ïîäìíîæåñòâî íåòåð-
ìèíàëîâ èç N , óäîâëåòâîðÿþùåå äâóì óñëîâèÿì:
(1) X /∈ RD(X);
(2) ∀A ∈ RD(X) âñå A�ïðàâèëà èìåþò âèä

ëèáî A→ αX è α 6= e,
ëèáî A→ αB è B ∈ RD(X).

Íåòåðìèíàë A í à çû â à åò ñ ÿ
� ïðîñòûì, åñëè â ãðàììàòèêå G èìååòñÿ ðîâíî îäíî A�ïðàâèëî;
� ðåêóðñèâíûì1, åñëè â ãðàììàòèêå G ñóùåñòâóåò âûâîä A⇒+

G αAβ;
� íåðåêóðñèâíûì, åñëè â ãðàììàòèêå G íå ñóùåñòâóåò âûâîä A⇒+

G αAβ;
� ËÍÔ�íåòåðìèíàëîì2, åñëè prefix(G,A) 6= e;
� ÏÍÔ�íåòåðìèíàëîì3, åñëè suffix(G,A) 6= e;
� äåëèìûì ñëåâà, åñëè A ∈ LD(X) äëÿ íåêîòîðûõ X è LD(X);
� äåëèìûì cïðàâà, åñëè A ∈ RD(X) äëÿ íåêîòîðûõ X è RD(X).

Ïàðà íåòåðìèíàëîâ A è B í à çû â à åò ñ ÿ íåòåðìèíàëàìè�ñèíîíèìàìè, åñëè
L(G,A) = L(G,B). Ïðè ýòîì íåòåðìèíàë A íàçûâàåòñÿ ñèíîíèìîì íåòåðìèíàëà B, à íåòå-
ðèíàë B � ñèíîíèìîì íåòåðìèíàëà A.

3.2. Ïîäâèäû ÊÑ�ãðàììàòèê

Îïðåäåëåíèå 3. ÊÑ�ãðàììàòèêà G =< N,Σ, P, S > íàçûâàåòñÿ ÊÑ#ãðàììàòèêîé, åñëè
� â P îòñóòñòâóþò e-ïðàâèëà; è
� â P èìååòñÿ ïðàâèëî S → #, ïðè÷åì òåðìèíàë # â äðóãèõ ïðàâèëàõ íå âñòðå÷àåòñÿ.

Â ÊÑ#ãðàììàòèêå G, ïîðîæäàþùåé áîëåå îäíîãî ïðåäëîæåíèÿ, îñíîâíîé ñèìâîë S
� íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì;
� íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì;
� íå ÿâëÿåòñÿ ËÍÔ�íåòåðìèíàëîì;
� íå ÿâëÿåòñÿ ÏÍÔ�íåòåðìèíàëîì;
� íå ÿâëÿåòñÿ äåëèìûì ñëåâà íåòåðìèíàëîì;
� íå ÿâëÿåòñÿ äåëèìûì ñïðàâà íåòåðìèíàëîì;
� íå èìååò ñèíîíèìîâ â G.

ÊÑ#ãðàììàòèêè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ â êà÷åñòâå �ïî÷òè ýêâèâàëåíòíîãî� ïðåäñòàâëåíèÿ
ÊÑ�ãðàììàòèê îáùåãî âèäà. Ñâÿçü ìåæäó ÊÑ� è ÊÑ#ãðàììàòèêàìè óñòàíàâëèâàåò î÷åâèäíîå

Óòâåðæäåíèå 7. Äëÿ ëþáîé ÊÑ�ãðàììàòèêè G =< N,Σ, P, S >, íå èñïîëüçóþùåé ñèìâîë
#, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÊÑ#ãðàììàòèêà G1 =< N ∪ {S1 }, Σ ∪ {#}, P1, S1 >, ÷òî

L(G) \ {e} = L(G1) \ {#}.
1 ïðîñòîé ðåêóðñèâíûé íåòåðìèíàë ÿâëÿåòñÿ áåñïîëåçíûì ñèìâîëîì.
2 òî åñòü íåòåðìèíàëîì, äîïóñêàþùèì ëåâóþ íåóêîðà÷èâàþùóþ ôàêòîðèçàöèþ
3 òî åñòü íåòåðìèíàëîì, äîïóñêàþùèì ïðàâóþ íåóêîðà÷èâàþùóþ ôàêòîðèçàöèþ
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Ãðàììàòèêà G1 èç óòâåðæäåíèÿ 7 èìååò âèä:

P1 = {S1→S, S1→# } ∪
⋃

A→α∈P
{A→β |β ∈ K(α) } \ {A→e |A ∈ N },

ãäå K(α) =

{
K(α1) {e, B}K(α2), åñëè α = α1Bα2 è B ⇒+

G e;

α èíà÷å.

Â ðåêóðñèâíîì îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà öåïî÷åê K(α) èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ êîíêàòåíàöèè
òðåõ ÿçûêîâ: ÿçûêà K(α1), ÿçûêà {e, B} è ÿçûêà K(α2). Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò G ê G1

âûïîëíÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, à îáðàòíûé ïåðåõîä âîçìîæåí òîëüêî ïðè íàëè÷èè àïðèîðíîé èí-
ôîðìàöèè î âûïîëíèìîñòè èëè íåâûïîëíèìîñòè ñîîòíîøåíèÿ e ∈ L(G). Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè
îáðàòíîì ïåðåõîäå ìîæíî ïîñòðîèòü íå èñõîäíóþ ãðàììàòèêó G, à åå ýêâèâàëåíò � ãðàììàòèêó
G2 =< N ∪ {S1 }, Σ, P2, S1 >, ãäå

P2 =

{
{S1→e } ∪ P1 \ {S1→# }, åñëè e ∈ L(G);

P1 \ {S1→# } èíà÷å.

Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÊÑ� è ÊÑ#ãðàììàòèêàìè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.

KC '

&

$

%

KC#

G2 = G���� ���� G1����-

K

äëÿ G
äëÿ G1

ñóùåñòâóåò G1

ñóùåñòâóåò G2

Ðèñ. 2. ÊÑ� è ÊÑ# ãðàììàòèêè

Îïðåäåëåíèå 4. ÊÑ�ãðàììàòèêàG íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé ÊÑ�ãðàììàòèêîé, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî ïðåäëîæåíèÿ èç L(G) ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî äåðåâî âûâîäà.

Îïðåäåëåíèå 5. ÊÑ#ãðàììàòèêà G íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé ÊÑ#ãðàììàòèêîé, åñëè äëÿ
êàæäîãî ïðåäëîæåíèÿ èç L(G) ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî äåðåâî âûâîäà.

Ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî äåðåâà âûâîäà ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ åäèíñòâåííîãî
ëåâîãî è åäèíñòâåííîãî ïðàâîãî âûâîäîâ [1] ïðåäëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. ÊÑ�ãðàììàòèêà G =< N,Σ, P, S > íàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííîé ÊÑ�ãðàììàòè-
êîé, åñëè äëÿ êàæäîãî A ∈ N âñå åãî àëüòåðíàòèâû íà÷èíàþòñÿ ðàçëè÷íûìè òåðìèíàëüíûìè
ñèìâîëàìè.

Îïðåäåëåíèå 7. ÊÑ#ãðàììàòèêà G =< N,Σ, P, S > íàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííîé ÊÑ#ãðàììà-
òèêîé, åñëè äëÿ êàæäîãîA ∈ N âñå åãî àëüòåðíàòèâû íà÷èíàþòñÿ ðàçëè÷íûìè òåðìèíàëüíûìè
ñèìâîëàìè.

Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ìíîæåñòâ ôîðìàëüíûõ ìîäåëåé âûáåðåì øåñòü ïîäâèäîâ ÊÑ�ãðàììà-
òèê:
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(1) KC � ìíîæåñòâî ÊÑ�ãðàììàòèê îáùåãî âèäà, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ 1;

(2) KCO � ìíîæåñòâî îäíîçíà÷íûõ ÊÑ�ãðàììàòèê, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ 4;

(3) KCP � ìíîæåñòâî ðàçäåëåííûõ ÊÑ�ãðàììàòèê, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ 6.

(4) KC# � ìíîæåñòâî ÊÑ#ãðàììàòèê, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ 3;

(5) KCO# � ìíîæåñòâî îäíîçíà÷íûõ ÊÑ#ãðàììàòèê, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ 5;

(6) KCP# � ìíîæåñòâî ðàçäåëåííûõ ÊÑ#ãðàììàòèê, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ 7.

Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîäâèäàìè ãðàììàòèê ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 3.

KCP ⊂ KCO ⊂ KC

KCP# ⊂ KCO# ⊂ KC# ⊂ KC

KCO# = KC# ∩ KCO

KCP# = KC# ∩ KCP

KC '

&

$

%

KC#'

&

$

%

KCO'

&

$

%
KCP

KCP#

KCO#

Ðèñ. 3. Ïîäâèäû ÊÑ�ãðàììàòèê

Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîäâèäàìè ãðàììàòèê ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 3.

3.3. Êðîññ�ôóíêöèîíàë Υ3

Ïóñòü G =< N,Σ, P, S > � ÊÑ�ãðàììàòèêà. Ïîëîæèì

Υ3(G)
def
= ‖N‖+ ‖Σ‖+

∑
A∈N

Λ(G,A),

ãäå ‖N‖ è ‖Σ‖ � êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ â àëôàâèòàõ N è Σ, à

Λ(G,A) =

{
1 +min{ |x| : x ∈ L(G,A) }, åñëè L(G,A) 6= ∅
0 èíà÷å.

Íàïðèìåð, äëÿ ãðàììàòèêè

GA : S → aaA | bbB
A → cAd | cd
B → cBdd | cdd

èìååì: N = {S, A, B } è ‖N‖ = 3,
Σ = { a, b, c, d } è ‖Σ‖ = 4,
min{ |x| : x ∈ L(GA, B) } = 3,
min{ |x| : x ∈ L(GA, A) } = 2,
min{ |x| : x ∈ L(GA, S) } = 4, è îêîí÷àòåëüíî:

Υ3(GA) = 3 + 4 + (1 + 3) + (1 + 2) + (1 + 4) = 19.

Çàìåòèì, ÷òî â [2] ñ àíàëîãè÷íîé öåëüþ èñïîëüçîâàëñÿ áîëåå �ïðîñòîé� êðîññ�ôóíêöèîíàë
h(G).

Ïðèâåäåì ðÿä ïðîñòûõ óòâåðæäåíèé, óñòàíàâëèâàþùèõ ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè êðîññ�
ôóíêöèîíàëà äëÿ ÊÑ-ãðàììàòèê G1 =< N1,Σ1, P1, S1 > è G2 =< N2,Σ2, P2, S2 >. Âî âñåõ
óòâåðæäåíèÿõ áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ ϕ : N2 → N1.
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Óòâåðæäåíèå 8. Åñëè ‖N1 ∪Σ1‖ > ‖N2 ∪Σ2‖ è ∀A ∈ N2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî L(G2, A) =
L(G1, ϕ(A)), òî Υ3(G1) > Υ3(G2).

Óòâåðæäåíèå 9. Åñëè ‖N1 ∪Σ1‖ ≥ ‖N2 ∪Σ2‖ è ∀A ∈ N2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî L(G2, A) =
L(G1, ϕ(A)), òî Υ3(G1) ≥ Υ3(G2).

Óòâåðæäåíèå 10. Åñëè
�à� N1 = N2 è Σ1 = Σ2; è
�á� ϕ � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå; è
�â� ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî íåòåðìèíàëîâ N0 ⊆ N1; è
�ã� ñóùåñòâóåò ÿçûê L0, äëÿ êîòîðîãî min{ |x| : x ∈ L0 } ≥ 1; è
�ä� ∀B /∈ N0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî L(G1, B) = L(G2, ϕ

−1(B)); è
�å� ∀B ∈ N0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî L(G1, B) = L0 L(G2, ϕ

−1(B)) ñì.4,
òî Υ3(G1) > Υ3(G2).

4. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÊÑ�ÃÐÀÌÌÀÒÈÊ

Ïðèâåäåì ñâîéñòâà ãðàììàòèê, ñóùåñòâåííûå äëÿ ïîðîæäåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ÊÑ�ÿçûêîâ.
Ïåðå÷åíü ýòèõ ñâîéñòâ, îïðåäåëåííûõ ÷åðåç ýêñòåíñèîíàëû, âêëþ÷àåò äåâÿòü ïîçèöèé:

Γ áåç
ÖÏ � ÊÑ�ãðàììàòèêè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò öåïíûõ ïðàâèë;

Γ áåç
ÁÑ � ÊÑ�ãðàììàòèêè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò áåñïîëåçíûõ ñèìâîëîâ;

Γ áåç
ÍÐ � ÊÑ�ãðàììàòèêè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò íåðåêóðñèâíûõ íåòåðìèíàëîâ5;

Γ áåç
ÑÍ � ÊÑ�ãðàììàòèêè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò íåòåðìèíàëîâ�ñèíîíèìîâ;

Γ áåç
ÏÐ � ÊÑ#ãðàììàòèêè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïðîñòûõ íåòåðìèíàëîâ;

Γ áåç
ËÔ � ÊÑ#ãðàììàòèêè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ËÍÔ�íåòåðìèíàëîâ;

Γ áåç
ÏÔ � ÊÑ#ãðàììàòèêè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ÏÍÔ�íåòåðìèíàëîâ;

Γ áåç
ÄË � ÊÑ#ãðàììàòèêè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò äåëèìûõ�ñëåâà íåòåðìèíàëîâ;

Γ áåç
ÄÏ � ÊÑ#ãðàììàòèêè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò äåëèìûõ�ñïðàâà íåòåðìèíàëîâ.

Õîòÿ ïðèâåäåííûé ïåðå÷åíü íå ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèì, îí âïîëíå ïðèãîäåí äëÿ èëëþñòðà-
öèè íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ.

Èññëåäîâàíèå ïåðå÷èñëåííûõ ýêñòåíñèîíàëîâ âèäà Γ áåç
XX ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó íåêîòî-

ðîãî óòâåðæäåíèÿ�î�ñóùåñòâîâàíèè â çàäàííîì ïîäâèäå Γ ãðàììàòèê ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâà-
ìè. Òèïè÷íîå óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè èìååò âèä:

Åñëè G ∈ Γ \ Γ áåç
ÕÕ ,

òî ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêà G′ ∈ [G] ∈ Γ/=,
äëÿ êîòîðîé Υ3(G) > Υ3(G

′) èëè Υ3(G) ≥ Υ3(G
′).

Òèïè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ðàñïàäàåòñÿ íà øåñòü ýòàïîâ.

Ýòàï 1. Ñîïîñòàâèòü ãðàììàòèêå G èç Γ \ Γ áåç
ÕÕ íåêîòîðóþ ãðàììàòèêó G′.

Ýòàï 2. Äîêàçàòü G = G′.
Ýòàï 3. Äîêàçàòü (åñëè ýòî íåîáõîäèìî) G′ ∈ {KC, KC# }.
Ýòàï 4. Äîêàçàòü (åñëè ýòî íåîáõîäèìî) G′ ∈ {KCO, KCO# }.
Ýòàï 5. Äîêàçàòü (åñëè ýòî íåîáõîäèìî) G′ ∈ {KCP, KCP# }.
Ýòàï 6. Äîêàçàòü Υ3(G) > Υ3(G

′) èëè Υ3(G) ≥ Υ3(G
′).

4 Â ðàâåíñòâå �e� ïîðÿäîê êîíêàòåíèðóþùèõ ÿçûêîâ L0 è L(G2, ϕ
−1(B)) ìîæåò áûòü èçìåíåí íà îáðàòíûé.

5 Çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, îñíîâíîãî ñèìâîëà.
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Â îáùåì âèäå ýòàï 1 âûãëÿäèò êàê íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå G′ = f(G,χ), èñïîëüçóþùåå
äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ χ = χ(G). ×àñòî χ áåç òðóäà âû÷èñëÿåòñÿ ïî èçâåñòíîé ãðàì-
ìàòèêå G, íî â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ � ñì., íàïðèìåð, ðàçäåë 4.4 � íå èìååò óíèâåðñàëüíîãî
àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñóùåñòâîâàíèè ãðàììàòèêè
G′, íî íå ïðåäîñòàâëÿåò àëãîðèòìà ïåðåõîäà îò G ê G′.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè äëÿ îïèñàíèÿ ýòàïîâ 1 ïîòðåáóåòñÿ îïåðàöèÿ îäíîâðåìåííîé çà-
ìåíû â öåïî÷êå α ïîäöåïî÷åê β íà γ (ñ÷èòàåòñÿ β 6= e). Ðåçóëüòàò îïåðàöèè åñòü öåïî÷êà
α[β//γ]:

α [β//γ]
def
=

{
α0γα

′
1, åñëè α = α0βα1 (α0 � ìèíèìàëüíîé äëèíû) è α′1 = α1[β//γ];

α, èíà÷å.

Äëÿ ñîâîêóïíîñòè çàìåí îïðåäåëèì

α [β1//γ1] ... [βk//γk]
def
=
(
α [β1//γ1] ... [βk−1//γk−1]

)
[βk//γk].

Åñëè, íàïðèìåð, α = A+B ∗A, òî α [A//aA] = aA+B ∗ aA,
α [A//aA] [B//bA] =

(
aA+B ∗ aA

)
[B//bA] = aA+ bA ∗ aA,

α [B//bA] [A//aA] =
(
A+ bA ∗ aA

)
[A//aA] = aA+ baA ∗ aaA.

Çàôèêñèðóåì òàêæå ñòàíäàðòíóþ àðãóìåíòàöèþ ýòàïîâ 2�5, ðàâíîïðèìåíèìóþ êî âñåì ðàñ-
ñìàòðèâàåìûì ñâîéñòâàì ãðàììàòèê.

Ýòàï 2 � Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â [1, 4] èëè â èíîì èñòî÷íèêå.
Ýòàï 3 � Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
Ýòàï 4 � Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî

ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó âûâîäàìè ïðåäëîæåíèé â G è G′.
Ýòàï 5 � Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îñîáåííîñòåé ýòàïà 1.

Íàëè÷èå ñòàíäàðòíîé àðãóìåíòàöèè ïîçâîëÿåò ïðèâîäèòü â îïèñàíèÿõ ñâîéñòâ òîëüêî èõ óíè-
êàëüíûå îñîáåííîñòè.

4.1. Ãðàììàòèêè áåç öåïíûõ ïðàâèë Γ áåç
ÖÏ

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç ÷åòûðåõ ïîäâèäîâ ÊÑ�ãðàì-
ìàòèê:

Γ ∈ {KC, KCO, KC#, KCO# }. (4)

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî Γ áåç
ÖÏ îáðàçóþò ÊÑ�ãðàììàòèêè, íå ñîäåðæàùèå öåïíûõ ïðàâèë.

≫ Åñëè G ∈ Γ \ Γ áåç
ÖÏ, òî â ãðàììàòèêå G èìååòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî öåïíûõ ïðàâèë6.

Óòâåðæäåíèå 11. Åñëè Γ óäîâëåòâîðÿåò (4) è G ∈ Γ\Γ áåç
ÖÏ, òî ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêà

G′ ∈ [G] ∈ Γ/=, äëÿ êîòîðîé Υ3(G) ≥ Υ3(G
′) è G′ ∈ Γ áåç

ÖÏ ∩ Γ.

Ãðàììàòèêà G′ èç óòâåðæäåíèÿ 11 îïðåäåëÿåòñÿ êàê < N, Σ, P ′, S >, ïðè÷åì

P ′ = {B → α |A→ α ∈ P, α /∈ N, B V∗ A }, ãäå B V A ⇐⇒ B → A ∈ P.

Ñîîòíîøåíèå Υ3(G) ≥ Υ3(G
′) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 9 è èç ðàâåíñòâ L(G,A) = L(G′, A) äëÿ

A ∈ N .
6 χ(G) � ìíîæåñòâî öåïíûõ ïðàâèë ãðàììàòèêè G.
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Âûâîä Åñëè ïîäâèä Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4), òî â ìîäåëè < Γ�Υ3; =, Γ̈ áåç
ÖÏ, ... >

ïîäìíîæåñòâî Γ̈ áåç
ÖÏ ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà âòîðîãî ðîäà.

4.2. Ãðàììàòèêè áåç áåñïîëåçíûõ ñèìâîëîâ Γ áåç
ÁÑ

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç øåñòè ïîäâèäîâ ÊÑ�ãðàììàòèê:

Γ ∈ {KC, KCO, KCP, KC#, KCO#, KCP# } (5)

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî Γ áåç
ÁÑ îáðàçóþò ÊÑ�ãðàììàòèêè, íå ñîäåðæàùèå áåñïîëåçíûõ ñèì-

âîëîâ. Êàæäîé ÊÑ�ãðàììàòèêå G =< N, Σ, P, S > ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÊÑ�ãðàììàòèêó
G+ =< N+, Σ+, P+, S >, ãäå

P+= {A→α ∈ P̂ |S V∗ A }, ãäå P̂ = {A→α ∈ P |α⇒∗G x} è B V C ⇐⇒ B → βCγ ∈ P̂ ,
N+= {A ∈ N |A→α ∈ P+ },
Σ+= { a ∈ Σ |A→βaγ ∈ P+ }.

Ìíîæåñòâî Γ áåç
ÁÑ îáðàçóþò òå è òîëüêî òå ãðàììàòèêè G =< N, Σ, P, S >, äëÿ êîòîðûõ

N = N+ è Σ = Σ+. ≫ Åñëè G ∈ Γ \ Γ áåç
ÁÑ , òî N+ ∪Σ+ ⊂ N ∪Σ.

Óòâåðæäåíèå 12. Åñëè Γ óäîâëåòâîðÿåò (5) è G ∈ Γ \ Γ áåç
ÁÑ , òî G+ ∈ [G] ∈ Γ/=,

Υ3(G) > Υ3(G
′), a êðîìå òîãî G+ ∈ Γ áåç

ÁÑ ∩ Γ.

Íåðàâåíñòâî Υ3(G) > Υ3(G
′) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 8, ïîñêîëüêó

N+ ∪ Σ+ ⊂ N ∪ Σ è P+ ⊆ P.

Âûâîä Åñëè ïîäâèä Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5), òî â ìîäåëè < Γ�Υ3; =, Γ̈ áåç
ÁÑ , ... >

ïîäìíîæåñòâî Γ̈ áåç
ÁÑ ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà.

4.3. Ãðàììàòèêè áåç íåðåêóðñèâíûõ íåòåðìèíàëîâ Γ áåç
ÍÐ

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç øåñòè ïîäâèäîâ ÊÑ�ãðàììàòèê:

Γ ∈ {KC, KCO, KC#, KCO# } (6)

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî Γ áåç
ÍÐ îáðàçóþò ÊÑ�ãðàììàòèêè < N,Σ, P, S >, â êîòîðûõ âñå

íåòåðìèíàëû èç N\{S} ÿâëÿþòñÿ ðåêóðñèâíûìè. ≫ Åñëè G ∈ Γ \ Γ áåç
ÍÐ , òî â ãðàììàòèêå G

íàéäåòñÿ íåðåêóðñèâíûé íåòåðìèíàë Ȧ, îòëè÷íûé îò S.

Óòâåðæäåíèå 13. Åñëè Γ óäîâëåòâîðÿåò (6) è G ∈ Γ\Γ áåç
ÍÐ , òî ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêà

G′ ∈ [G] ∈ Γ/=, äëÿ êîòîðîé Υ3(G) > Υ3(G
′).

Ãðàììàòèêà G′ èç óòâåðæäåíèÿ 13 îïðåäåëÿåòñÿ êàê < N ′, Σ, P ′, S >, ãäå

N ′ = N \ {Ȧ} è P ′ =
⋃

α∈R(G,Ȧ)

{B→β[Ȧ//α] : B 6= Ȧ, B→β ∈ P }

Íåðàâåíñòâî Υ3(G) > Υ3(G
′) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 8, ïîñêîëüêó N ′ ⊂ N è L(G,B) =

L(G′, B) äëÿ B ∈ N ′.
Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 4 â ÊÑ#ãðàììàòèêàõ ìîæíî ïîëíîñòüþ èç-

áàâèòüñÿ îò íåðåêóðñèâíûõ íåòåðìèíàëîâ:

∀G ∈ Γ \ Γ áåç
ÍÐ [G] ∩ Γ áåç

ÍÐ ∩ Γ 6= ∅.

Âûâîä Åñëè ïîäâèä Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6), òî â ìîäåëè < Γ�Υ3; =, Γ̈ áåç
ÍÐ , ... >

ïîäìíîæåñòâî Γ̈ áåç
ÍÐ ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà.
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4.4. Ãðàììàòèêè áåç ñèíîíèìîâ Γ áåç
ÑÍ

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç øåñòè ïîäâèäîâ ÊÑ�ãðàììàòèê:

Γ ∈ {KC, KCO, KCP, KC#, KCO#, KCP# } (7)

Îïðåäåëåíèå 8. ÊÑ�ãðàììàòèêà G =< N,Σ, P, S > íàçûâàåòñÿ ÊÑ�ãðàììàòèêîé áåç ñè-
íîíèìîâ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ: ëèáî N = {S}, ëèáî äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ
íåòåðìèíàëîâ A è B âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî L(G,A) 6= L(G,B). // Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæå-
ñòâî Γ áåç

ÑÍ îáðàçóþò ÊÑ�ãðàììàòèêè áåç ñèíîíèìîâ.

Â ïðèëîæåíèè A (ðàçäåë A.4) äîêàçûâàåòñÿ

Óòâåðæäåíèå 14. Åñëè Γ óäîâëåòâîðÿåò (7) è G ∈ Γ\Γ áåç
ÑÍ , òî ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêà

G′ ∈ [G] ∈ Γ/=, äëÿ êîòîðîé Υ3(G) > Υ3(G
′).

Âûâîä Åñëè ïîäâèä Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (7), òî â ìîäåëè < Γ�Υ3; =, Γ̈ áåç
ÑÍ , ... >

ïîäìíîæåñòâî Γ̈ áåç
ÑÍ ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà.

4.5. Ãðàììàòèêè áåç ïðîñòûõ íåòåðìèíàëîâ Γ áåç
ÏÐ

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç òðåõ ïîäâèäîâ ÊÑ�ãðàììàòèê:

Γ ∈ {KC#, KCO#, KCP# } (8)

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî Γ áåç
ÏÐ îáðàçóþò ÊÑ#ãðàììàòèêè, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò ïðîñòûå

íåòåðìèíàëû. ≫ Åñëè G ∈ Γ \Γ áåç
ÏÐ , òî â ãðàììàòèêå G íàéäåòñÿ íåòåðìèíàë Ȧ, îòëè÷íûé îò

S, äëÿ êîòîðîãî âñå ìíîæåñòâî Ȧ�ïðàâèë èñ÷åðïûâàåòñÿ îäíèì ïðàâèëîì Ȧ→ α̇.

Óòâåðæäåíèå 15. Åñëè Γ óäîâëåòâîðÿåò (8) è G ∈ Γ\Γ áåç
ÏÐ , òî ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêà

G′ ∈ [G] ∈ Γ/=, äëÿ êîòîðîé Υ3(G) > Υ3(G
′).

Ãðàììàòèêà G′ èç óòâåðæäåíèÿ 15 îïðåäåëÿåòñÿ êàê < N ′,Σ, P ′, S >, ãäå

N ′ = N \ {Ȧ} è P ′ =

{B→β ∈ P : B 6= Ȧ, β 6= β0Ȧβ1 }, åñëè α̇ = α0Ȧα1;

{B→β[Ȧ//α̇] : B 6= Ȧ, B→β ∈ P } èíà÷å.

Íåðàâåíñòâî Υ3(G) > Υ3(G
′) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 8, ïîñêîëüêó N ′ ⊂ N è L(G,B) =

L(G′, B) äëÿ B ∈ N ′.
Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 4 â ÊÑ�ãðàììàòèêàõ ìîæíî ïîëíîñòüþ èçáà-

âèòüñÿ îò ïðîñòûõ íåòåðìèíàëîâ:

∀G ∈ Γ \ Γ áåç
ÏÐ [G] ∩ Γ áåç

ÏÐ ∩ Γ 6= ∅.

Âûâîä Åñëè ïîäâèä Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8), òî â ìîäåëè < Γ�Υ3; =, Γ̈ áåç
ÏÐ , ... >

ïîäìíîæåñòâî Γ̈ áåç
ÏÐ ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà.
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4.6. Ãðàììàòèêè áåç ËÍÔ-íåòåðìèíàëîâ Γ áåç
ËÔ

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç äâóõ ïîäâèäîâ ÊÑ#ãðàììàòèê:

Γ ∈ {KC#, KCO# } (9)

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî Γ áåç
ËÔ îáðàçóþò ÊÑ#ãðàììàòèêè, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò ËÍÔ�

íåòåðìèíàëû. ≫ Åñëè G ∈ Γ \ Γ áåç
ËÔ, òî â ãðàììàòèêå G ñóùåñòâóåò íåòåðìèíàë Ȧ, îòëè÷íûé

îò S, äëÿ êîòîðîãî α̇ = prefix(G, Ȧ) 6= e. Â [2] óñòàíîâëåíî

Óòâåðæäåíèå 16. Åñëè Γ óäîâëåòâîðÿåò (9) è G ∈ Γ\Γ áåç
ËÔ, òî ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêà

G′ ∈ [G] ∈ Γ/=, äëÿ êîòîðîé Υ3(G) > Υ3(G
′).

Óïîìÿíóòàÿ â óòâåðæäåíèè 16 ãðàììàòèêà G′ èìååò âèä < N, Σ, P ′, S >, ãäå

P ′ =

{B→β ∈ P : B 6= Ȧ, β 6= β0Ȧβ1 }, åñëè α̇ = α0Ȧα1;

{B→β[Ȧ//α̇Ȧ] : B 6= Ȧ, B→β ∈ P } ∪ { Ȧ→γ[Ȧ//α̇Ȧ] : Ȧ→α̇γ ∈ P } èíà÷å.

Íåðàâåíñòâî Υ3(G) > Υ3(G
′) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 10, ñëó÷àé N0 = {Ȧ}, L0 = {x | α̇⇒∗G x }.

Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 4 â ÊÑ#ãðàììàòèêàõ ìîæíî ïîëíîñòüþ èç-
áàâèòüñÿ îò ËÍÔ�íåòåðìèíàëîâ:

∀G ∈ Γ \ Γ áåç
ËÔ [G] ∩ Γ áåç

ËÔ ∩ Γ 6= ∅.

Âûâîä Åñëè ïîäâèä Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (9), òî â ìîäåëè < Γ�Υ3; =, Γ̈ áåç
ËÔ, ... >

ïîäìíîæåñòâî Γ̈ áåç
ËÔ ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà.

4.7. Ãðàììàòèêè áåç ÏÍÔ-íåòåðìèíàëîâ Γ áåç
ÏÔ

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç òðåõ ïîäâèäîâ ÊÑ�ãðàììàòèê:

Γ ∈ {KC#, KCO#, KCP# } (10)

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî Γ áåç
ÏÔ îáðàçóþò ÊÑ#ãðàììàòèêè, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò ÏÍÔ�

íåòåðìèíàëû. ≫ Åñëè G ∈ Γ \Γ áåç
ÏÔ, òî â ãðàììàòèêå G íàéäåòñÿ íåòåðìèíàë Ȧ, îòëè÷íûé îò

S, äëÿ êîòîðîãî α̇ = suffix(G, Ȧ) 6= e. Â [2] óñòàíîâëåíî

Óòâåðæäåíèå 17. Åñëè Γ óäîâëåòâîðÿåò (10) è G ∈ Γ\Γ áåç
ÏÔ, òî ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêà

G′ ∈ [G] ∈ Γ/=, äëÿ êîòîðîé Υ3(G) > Υ3(G
′).

Óïîìÿíóòàÿ â óòâåðæäåíèè 17 ãðàììàòèêà G′, â êîòîðîé íåòåðìèíàë Ȧ íå ÿâëÿåòñÿ ÏÍÔ�
íåòåðìèíàëîì, èìååò âèä < N, Σ, P ′, S >, ãäå

P ′ =

{B→β ∈ P : B 6= Ȧ, β 6= β0Ȧβ1 }, åñëè α̇ = α0Ȧα1;

{B→β[Ȧ//Ȧα̇] : B 6= Ȧ, B→β ∈ P } ∪ {A→γ[Ȧ//Ȧα̇] : A→γα̇ ∈ P } èíà÷å.

Íåðàâåíñòâî Υ3(G) > Υ3(G
′) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 10, ñëó÷àé N0 = {Ȧ}, L0 = {x | α̇⇒∗G x }.

Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 4 â ÊÑ#ãðàììàòèêàõ ìîæíî ïîëíîñòüþ èç-
áàâèòüñÿ îò ÏÍÔ�íåòåðìèíàëîâ:

∀G ∈ Γ \ Γ áåç
ÏÔ [G] ∩ Γ áåç

ÏÔ ∩ Γ 6= ∅.

Âûâîä Åñëè ïîäâèä Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (9), òî â ìîäåëè < Γ�Υ3; =, Γ̈ áåç
ÏÔ, ... >

ïîäìíîæåñòâî Γ̈ áåç
ÏÔ ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà.
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4.8. Ãðàììàòèêè áåç äåëèìûõ ñëåâà íåòåðìèíàëîâ Γ áåç
ÄË

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç äâóõ ïîäâèäîâ ÊÑ#ãðàììàòèê:

Γ ∈ {KC#, KCO# } (11)

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî Γ áåç
ÄË îáðàçóþò ÊÑ#ãðàììàòèêè, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò äåëèìûå

ñëåâà íåòåðìèíàëû. Â ïðèëîæåíèè B äîêàçûâàåòñÿ7

Óòâåðæäåíèå 18. Åñëè Γ óäîâëåòâîðÿåò (11) è G ∈ Γ\Γ áåç
ÄË, òî ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêà

GW ∈ [G] ∈ Γ/=, äëÿ êîòîðîé Υ3(G) > Υ3(GW ).

Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 4 â ÊÑ#ãðàììàòèêàõ ìîæíî ïîëíîñòüþ èç-
áàâèòüñÿ îò äåëèìûõ ñëåâà íåòåðìèíàëîâ:

∀G ∈ Γ \ Γ áåç
ÄË [G] ∩ Γ áåç

ÄË ∩ Γ 6= ∅.

Âûâîä Åñëè ïîäâèä Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (11), òî â ìîäåëè < Γ�Υ3; =, Γ̈ áåç
ÄË, ... >

ïîäìíîæåñòâî Γ̈ áåç
ÄË ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà.

4.9. Ãðàììàòèêè áåç äåëèìûõ ñïðàâà íåòåðìèíàëîâ Γ áåç
ÄÏ

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç òðåõ ïîäâèäîâ ÊÑ�ãðàììàòèê:

Γ ∈ {KC#, KCO#, KCP# } (12)

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî Γ áåç
ÄÏ îáðàçóþò ÊÑ#ãðàììàòèêè, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò äåëèìûå

ñïðàâà íåòåðìèíàëû. Â ïðèëîæåíèè B äîêàçûâàåòñÿ8

Óòâåðæäåíèå 19. Åñëè Γ óäîâëåòâîðÿåò (12) è G ∈ Γ\Γ áåç
ÄÏ, òî ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêà

GV ∈ [G] ∈ Γ/=, äëÿ êîòîðîé Υ3(G) > Υ3(GV ).

Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 4 â ÊÑ#ãðàììàòèêàõ ìîæíî ïîëíîñòüþ èç-
áàâèòüñÿ îò äåëèìûõ ñïðàâà íåòåðìèíàëîâ:

∀G ∈ Γ \ Γ áåç
ÄÏ [G] ∩ Γ áåç

ÄÏ ∩ Γ 6= ∅.

Âûâîä Åñëè ïîäâèä Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (12), òî â ìîäåëè < Γ�Υ3; =, Γ̈ áåç
ÄÏ, ... >

ïîäìíîæåñòâî Γ̈ áåç
ÄÏ ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëîì ñâîéñòâà ïåðâîãî ðîäà.

5. ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÊÑ-ÃÐÀÌÌÀÒÈÊ

Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ñâîäÿòñÿ â åäèíóþ òàáëèöó.

7 Óòâåðæäåíèÿ 39 � 41.
8 Óòâåðæäåíèÿ 42 � 44.
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Ýêñòåí- Îñíîâíûå ìíîæåñòâà

ñèîíàë Ðîä KC KCO KCP KC# KCO# KCP#
Γ áåç
ÖÏ 2 + + ô1 + + ô2

Γ áåç
ÁÑ 1 + + + + + +

Γ áåç
ÍÐ 1 + + + +

Γ áåç
ÑÍ 1 + + + + + +

Γ áåç
ÏÐ 1 + + +

Γ áåç
ËÔ 1 + + ô3

Γ áåç
ÏÔ 1 + + +

Γ áåç
ÄË 1 + + ô4

Γ áåç
ÄÏ 1 + + +

Â òàáëèöå ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà îòìå÷åíû çíàêîì +. Â ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ, îòìå÷åííûõ ñèì-
âîëàìè ôi, ñâîéñòâà îñíîâíûõ ìíîæåñòâ îêàçûâàþòñÿ ôèêòèâíûìè: KCP ⊆ Γ áåç

ÖÏ,

KCP# ⊆ Γ áåç
ÖÏ, KCP# ⊆ Γ áåç

ËÔ è KCP# ⊆ Γ áåç
ÄË. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 2 âñå ïîëó-

÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâîäÿòñÿ â

Óòâåðæäåíèå 20. Çàäà÷à ñîâìåñòèìîñòè ñâîéñòâ èìååò ðåøåíèå äëÿ ìîäåëåé

< KC; =, Γ áåç
ÖÏ, Γ áåç

ÁÑ , Γ áåç
ÍÐ , Γ áåç

ÑÍ >,

< KCO; =, Γ̈ áåç
ÖÏ, Γ̈ áåç

ÁÑ , Γ̈ áåç
ÍÐ , Γ̈ áåç

ÑÍ >,

< KCP; =, Γ̈ áåç
ÖÏ, Γ̈ áåç

ÁÑ , Γ̈ áåç
ÑÍ >,

< KC#; =, Γ̈ áåç
ÖÏ, Γ̈ áåç

ÁÑ , Γ̈ áåç
ÍÐ , Γ̈ áåç

ÑÍ , Γ áåç
ÏÐ , Γ áåç

ËÔ, Γ áåç
ÏÔ, Γ áåç

ÄË, Γ áåç
ÄÏ >,

< KCO#; =, Γ̈ áåç
ÖÏ, Γ̈ áåç

ÁÑ , Γ̈ áåç
ÍÐ , Γ̈ áåç

ÑÍ , Γ̈ áåç
ÏÐ , Γ̈ áåç

ËÔ, Γ̈ áåç
ÏÔ, Γ̈ áåç

ÄË, Γ̈ áåç
ÄÏ >,

< KCP#; =, Γ̈ áåç
ÖÏ, Γ̈ áåç

ÁÑ , Γ̈ áåç
ÑÍ , Γ̈ áåç

ÏÐ , Γ̈ áåç
ËÔ, Γ̈ áåç

ÏÔ, Γ̈ áåç
ÄË, Γ̈ áåç

ÄÏ > .

Â áîëåå ïðèâû÷íîì âèäå ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:

Óòâåðæäåíèå 21. Äëÿ ëþáîé ÊÑ�ãðàììàòèêè G ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ÊÑ�ãðàì-
ìàòèêà G2, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò (a) öåïíûõ ïðàâèë, (b) áåñïîëåçíûõ ñèìâîëîâ, (c) íåðåêóð-
ñèâíûõ íåòåðìèíàëîâ è (d) íåòåðìèíàëîâ-ñèíîíèìîâ.

Óòâåðæäåíèå 22. Äëÿ ëþáîé îäíîçíà÷íîé ÊÑ�ãðàììàòèêè G ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ
åé îäíîçíà÷íàÿ ÊÑ�ãðàììàòèêà G2, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò (a) öåïíûõ ïðàâèë, (b) áåñïîëåçíûõ
ñèìâîëîâ, (c) íåðåêóðñèâíûõ íåòåðìèíàëîâ è (d) íåòåðìèíàëîâ-ñèíîíèìîâ.

Óòâåðæäåíèå 23. Äëÿ ëþáîé ðàçäåëåííîé ÊÑ�ãðàììàòèêè G ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ
åé ðàçäåëåííàÿ ÊÑ�ãðàììàòèêà G2, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò (a) öåïíûõ ïðàâèë, (b) áåñïîëåçíûõ
ñèìâîëîâ è (c) íåòåðìèíàëîâ-ñèíîíèìîâ.

Óòâåðæäåíèå 24. Äëÿ ëþáîé ÊÑ#ãðàììàòèêè G ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ÊÑ#ãðàì-
ìàòèêà G2, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò (a) öåïíûõ ïðàâèë, (b) áåñïîëåçíûõ ñèìâîëîâ, (c) íåðåêóð-
ñèâíûõ íåòåðìèíàëîâ, (d) íåòåðìèíàëîâ�ñèíîíèìîâ, (e) ïðîñòûõ íåòåðìèíàëîâ, (f) ËÍÔ�
íåòåðìèíàëîâ, (g) ÏÍÔ�íåòåðìèíàëîâ, (h) äåëèìûõ�ñëåâà íåòåðìèíàëîâ, (i) äåëèìûõ�ñïðàâà
íåòåðìèíàëîâ.
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Óòâåðæäåíèå 25. Äëÿ ëþáîé îäíîçíà÷íîé ÊÑ#ãðàììàòèêè G ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ
åé îäíîçíà÷íàÿ ÊÑ#ãðàììàòèêà G2, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò (a) öåïíûõ ïðàâèë, (b) áåñïîëåç-
íûõ ñèìâîëîâ, (c) íåðåêóðñèâíûõ íåòåðìèíàëîâ, (d) íåòåðìèíàëîâ�ñèíîíèìîâ, (e) ïðîñòûõ
íåòåðìèíàëîâ, (f) ËÍÔ�íåòåðìèíàëîâ, (g) ÏÍÔ�íåòåðìèíàëîâ, (h) äåëèìûõ�ñëåâà íåòåð-
ìèíàëîâ, (i) äåëèìûõ�ñïðàâà íåòåðìèíàëîâ.

Óòâåðæäåíèå 26. Äëÿ ëþáîé ðàçäåëåííîé ÊÑ#ãðàììàòèêè G ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ
åé ðàçäåëåííàÿ ÊÑ#ãðàììàòèêà G2, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò (a) öåïíûõ ïðàâèë, (b) áåñïîëåç-
íûõ ñèìâîëîâ, (c) íåòåðìèíàëîâ�ñèíîíèìîâ, (d) ïðîñòûõ íåòåðìèíàëîâ, (e) ËÍÔ�íåòåð-
ìèíàëîâ, (f) ÏÍÔ�íåòåðìèíàëîâ, (g) äåëèìûõ�ñëåâà íåòåðìèíàëîâ, (h) äåëèìûõ�ñïðàâà íå-
òåðìèíàëîâ.

6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê çàäà÷å ñîâìåñòèìîñòè
ñâîéñòâ ãðàììàòèê îêàçûâàåòñÿ âïîëíå ïëîäîòâîðíûì. Âìåñòå ñ òåì, îïðåäåëÿþùóþ ðîëü
â ýòîì ïîäõîäå ïðèíàäëåæèò êðîññ-ôóíêöèîíàëó Υ. Äëÿ êàæäîãî íåñòàíäàðòíîãî íàáîðà
ñâîéñòâ êðîññ�ôóíêöèîíàë íåîáõîäèìî çàíîâî ñêîíñòðóèðîâàòü è èññëåäîâàòü.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

A. ÊÑ�ÃÐÀÌÌÀÒÈÊÈ ÁÅÇ ÑÈÍÎÍÈÌÎÂ

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 8, ÊÑ�ãðàììàòèêà G íå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ�ãðàììàòèêîé áåç ñèíî-
íèìîâ, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ A è B èç N , A 6= B, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî L(G,A) = L(G,B). Ñ
ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî òàêèå ïàðû íåòåðìèíàëîâ ñèíîíè-
ìîâ, äëÿ êîòîðûõ

L(G,A) = L(G,B) 6= ∅ (A.1)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÊÑ�ÿçûêà ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùàÿ åãî ÊÑ�ãðàììàòèêà áåç
ñèíîíèìîâ. Ñ ýòîé öåëüþ äîêàæåì âîçìîæíîñòü óäàëåíèÿ èç ÊÑ�ãðàììàòèêå îäíîãî íåòåðìè-
íàëà èç èçâåñòíîé ïàðû ñèíîíèìîâ. Êîíñòðóêòèâíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ñâÿçàíà ñî ñïåöè-
àëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè äåðåâüåâ âûâîäà.

A.1. Äîïîëíèòåëüíàÿ òåðìèíîëîãèÿ äåðåâüåâ âûâîäà

Çàôèêñèðóåì àëôàâèò òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ Σ, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåðåâüÿ ñ ïîìå-
÷åííûìè âåðøèíàìè. Â êà÷åñòâå ìåòîê ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ñèìâîëû èç Σ, òàê è äðóãèå
ñèìâîëû, èìåíóåìûå íåòåðìèíàëüíûìè ñèìâîëàìè. Ôîðìàëüíûìè äåðåâüÿìè [âûâîäà] áóäåì
ñ÷èòàòü òàêèå ïîìå÷åííûå äåðåâüÿ, â êîòîðûõ:
� êîíöåâûå âåðøèíû (ëèñòüÿ; òåðìèíàëüíûå âåðøèíû) ïîìå÷åíû ñèìâîëàìè èç Σ;
� âñå âíóòðåííèå (íåòåðìèíàëüíûå) âåðøèíû ïîìå÷åíû íåòåðìèíàëüíûìè ñèìâîëàìè;
� íà ìíîæåñòâå íåïîñðåäñòâåííûõ ïîòîìêîâ êàæäîé íåòåðìèíàëüíîé âåðøèíû çàôèêñèðîâàí
ïîðÿäîê èõ ïåðå÷èñëåíèÿ.

Îáùèé äëÿ íåñêîëüêèõ ãðàììàòèê àëôàâèò òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ Σ, îïðåäåëÿåò êëàññ
ôîðìàëüíûõ äåðåâüåâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè âûâîäà â ñîîòâåòñòâþùèõ
ãðàììàòèêàõ, à äðóãèå èñïîëíÿþò ðîëè �ïåðåõîäíûõ� ôîðì.
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Ïóñòü A ⇒+
G x � âûâîä íåêîòîðîãî ïðåäëîæåíèÿ x â ãðàììàòèêå G =< N,Σ, P, S >. Ýòî-

ìó âûâîäó îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò äåðåâî âûâîäà DT (A ⇒+
G x). Â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà 4

ïðèâîäèòñÿ îäíî èç âîçìîæíûõ äåðåâüåâ âûâîäà ïðåäëîæåíèÿ acc â ãðàììàòèêå

GX : S → C | AD
A → e | a | D
D → e | b | DC
C → c | AC

e

A

C

C

c
e

D

A

C

a

A

C

C

c

e

D

D

D

e

S

A

e(3)

A(3)

C(2)

C(4)

c(1)
e(2)

D(3)

A(1)

C

a

A(2)

C(1)

C(3)

c

e(1)

D(2)

D(1)

D

e

S

A

Ðèñ. 4. Ïðèìåð äåðåâà âûâîäà Tacc

Âåðøèíó äåðåâà âûâîäà, ïîìå÷åííóþ ñèìâîëîì X, áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì X,
à â ñëó÷àå êîëëèçèè ìåòîê áóäåì ðàçëè÷àòü âåðøèíû ñ ïîìîùüþ âåðõíèõ èíäåêñîâ: X(èíäåêñ)

è ò.ä. Â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà 4 ïðèâîäèòñÿ äåðåâî âûâîäà, â êîòîðîì ó÷òåíî ñîãëàøåíèå îá
èñïîëüçîâàíèè âåðõíèõ èíäåêñîâ.

Äëÿ èçâåñòíîãî äåðåâà âûâîäà T = DT (A⇒G β ⇒∗G α) áóäåì îáîçíà÷àòü:
v(T ) � êîðåíü A(x) äåðåâà T ;
s(T ) � öåïî÷êó ñèìâîëîâ α, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòêàì êîíöåâûõ âåðøèí äåðåâà T ;
p(T ) � ñâÿçàííîå ñ êîðíåì äåðåâà ïðàâèëî âûâîäà A→ β.

Êàæäàÿ âåðøèíà X äåðåâà âûâîäà T îäíîçíà÷íî ïîðîæäàåò ïîääåðåâî ST (T,X), ñîñòîÿùåå
èç ñàìîé âåðøèíû X è âñåõ åå ïîòîìêîâ, à òàêæå èç ñâÿçûâàþùèõ ýòè âåðøèíû ðåáåð. ×àñò-
íûì ñëó÷àåì ïîääåðåâà ÿâëÿåòñÿ ñàìî ýòî äåðåâî: T ≡ ST (T, v(T )). Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè
ñîãëàñèìñÿ èñïîëüçîâàòü:
î á î ç í à ÷ å í è å s(T,X) âìåñòî s( ST (T,X) ) è
î á î ç í à ÷ å í è å p(T,X) âìåñòî p( ST (T,X) ).

Áóäåì ïîëàãàòü îïðåäåëåííîé îïåðàöèþ çàìåíû â äåðåâå âûâîäà T ïîääåðåâà ST (T,D) íà
çàäàííîå äåðåâî âûâîäà T ′. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â äåðåâå T ′ âñå
âåðøèíû èìåþò óíèêàëüíûå âåðõíèå èíäåêñû, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â äðóãèõ äåðåâüÿõ âûâîäà.
Ðåçóëüòàò çàìåíû � íîâîå äåðåâî âûâîäà Tx çàïèñûâàåòñÿ êàê T J D l T ′. Íà ðèñóíêå 5
ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð çàìåíû äëÿ äåðåâà Tacc, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 4. Äåðåâî Tx = T J
DlT ′ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì âûâîäà â ãðàììàòèêå G, åñëè T è T ′ � äåðåâüÿ âûâîäà â G, à âåðøèíû
D è v(T ′) ïîìå÷åíû îäíèì íåòåðìèíàëîì.

Åñëè T1, ..., Tn � íåêîòîðûå ôîðìàëüíûå äåðåâüÿ, à D1, ..., Dn � âåðøèíû äåðåâà T , íå
ñâÿçàííûå îòíîøåíèÿìè �ïðåäîê�ïîòîìîê�, òî çàïèñü T J D1 l T1 J D2 l T2 ... J Dn l Tn
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e(5)

A(7)

C(9)

C(8)

c(6)

T ′

Tx

e(3)

A(3)

C(2)

C(4)

c(1)
e(2)

D(3)

A(1)

CC(9)

D

e

S

A

e(5)

A(7) C(8)

c(6)

Ðèñ. 5. Ïðèìåð çàìåíû Tx = Tacc J D(1) l T ′

îçíà÷àåò ôîðìàëüíîå äåðåâî âûâîäà, ïîëó÷åííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:(
...
(

(T J D1 l T1) J D2 l T2

)
...

)
J Dn l Tn.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ãðàììàòèêè G =< N,Σ, P, S > èçâåñòíî, ÷òî L(G,A) = L(G,B), òî
B äëÿ ëþáîãî âûâîäà A⇒+

G x ñóùåñòâóåò âûâîä B ⇒+
G x, è

B äëÿ ëþáîãî äåðåâà âûâîäà DT (A⇒+
G x) ñóùåñòâóåò äåðåâî âûâîäà DT (B ⇒+

G x).

Åñëè â ôîðìàëüíîì äåðåâå T èìååòñÿ âåðøèíà A(x) è ST (T,A(x)) � åñòü äåðåâî âûâîäà â
ãðàììàòèêå G, òî ñóùåñòâóþò âûâîä B ⇒+

G s(T,A(x)) è äåðåâî âûâîäà DT (B ⇒+
G s(T,A(x))),

êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê BG(T,A(x)).

Àíàëîãè÷íî, îïðåäåëèì äåðåâî AG(T,B(y)) êàê íåêîòîðîå äåðåâî DT (A ⇒+
G s(T,B(y))),

ïîñòðîåííîå äëÿ âåðøèíû B(y) äåðåâà T ïðè óñëîâèè B ⇒+
G s(T,B

(y)). Äåðåâüÿ AG è BG åñòü
àëüòåðíàòèâíûå âûâîäû îäíîãî è òîãî æå ïðåäëîæåíèÿ â ãðàììàòèêå G.

A.2. Óíèâåðñàëüíûé ïîäõîä ê óñòðàíåíèþ ñèíîíèìèè

Ïóñòü â ÊÑ�ãðàììàòèêå G =< N,Σ, P, S > äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ íåòåðìèíàëîâ A è B
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî L(G,A) = L(G,B). Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:
B AB

def
= {A, B };

B E � íîâûé íåòåðìèíàëüíûé ñèìâîë; ïî îïðåäåëåíèþ E /∈ N ;
B GE � ÊÑ�ãðàììàòèêà < NE ,Σ, PE , S >, â êîòîðîé

NE = {E} ∪N \AB,
PE = {D[A//E][B//E]→ α[A//E][B//E] : D → α ∈ P }.

Íàïðèìåð:
G : S → S +A | A ∗B GE : S → S + E | E ∗ E

A → a | aB E → a | aE | E a
B → a | Aa

L(G,A) = L(G,B) = { an |n > 0 }

Óòâåðæäåíèå 27. Äëÿ ëþáîãî D ∈ N\AB èìååò ìåñòî L(G,D) ⊆ L(GE , D), à òàêæå
L(G,B) ⊆ L(GE , E).

Âûáåðåì íåêîòîðûé íåòåðìèíàëD èç N \{A}, Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî ëþáîå äåðåâî âûâîäà T ′, ïîëó÷åííîå èç DT (D ⇒+

G x) çàìåíîé ìåòîê A è B íà
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ìåòêó E, ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì âûâîäà â ãðàììàòèêå GE . À åñëè ïðè ýòîì D = B, òî êîðåíü äåðåâà
T ′ èìååò ìåòêó E.

Äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà C → β èç PE çàôèêñèðóåì ïðàâèëî�ïðîáðàç D → α èç P :

D[A//E][B//E] = C,

α[A//E][B//E] = β.

Óòâåðæäåíèå 28. Äëÿ ëþáîãî D ∈ N\AB èìååò ìåñòî L(G,D) ⊇ L(GE , D), à òàêæå
L(G,A) ⊇ L(GE , E).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûáåðåì
(à) íåêîòîðûé íåòåðìèíàë D èç NE ,
(á) íåêîòîðîå ïðåäëîæåíèå x èç L(GE , D) è
(â) íåêîòîðîå äåðåâî âûâîäà T = DT (D ⇒+

GE
x).

è ïîêàæåì, ÷òî â ãðàììàòèêå G ñóùåñòâóåò äåðåâî âûâîäà T ′ = DT (D ⇒+
G x).

Ïåðåíóìåðóåì íåòåðìèíàëüíûå âåðøèíû D1, D2, ...., Dq äåðåâà T òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîìåð
êàæäîé íåòåðìèíàëüíîé âåðøèíû ïðåâîñõîäèò íîìåðà åå íåïîñðåäñòâåííûõ ïîòîìêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 28 ñâÿçàíî ñ ïîýòàïíûì ïðåîáðàçîâàíèåì äåðåâà T :

T0 = T ,
[
îò T0 ê T1

]
,

[
îò T1 ê T2

]
è ò.ä.

[
îò Tq−1 ê Tq

]
, T ′ = Tq

Îáîçíà÷èì y = s(Tj , Dj). Íà êàæäîì ýòàïå ïðåîáðàçîâàíèÿ
[
îò Tj ê Tj+1

]
ïîääåðåâî

ST (Tj , Dj) çàìåíÿåòñÿ
ë è á î íà íåêîòîðîå ïîääåðåâî DT (A⇒+

G y), åñëè Dj = E(x);
ë è á î íà íåêîòîðîå ïîääåðåâî DT (C ⇒+

G y), åñëè Dj = C(z), C 6= E.
Ïîëàãàÿ ýòî ñâîéñòâî óñòàíîâëåííûì äëÿ âñåõ äåðåâüåâ T1, ... Tj , ïîñòðîèì äåðåâî Tj+1.

(1) Ïðèíÿòûé ïîðÿäîê ðàññìîòðåíèÿ âåðøèí ãàðàíòèðóåò, ÷òî â äåðåâå Tj äëÿ íåïîñðåä-
ñòâåííûõ ïîòîìêîâ âåðøèíû Dj �ñóòü� âåðøèí

X
(j1)
1 , X

(j2)
2 , ..., X(jn)

n (A.2)

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ:
è ë è X

(jk)
k � òåðìèíàëüíàÿ âåðøèíà, òî åñòü Xk ∈ Σ;

è ë è ST (Tj , X
(jk)
k ) � äåðåâî âûâîäà â ãðàììàòèêå G, ïðè÷åì Xk ∈ N \ {B}.

(2) Â äåðåâå T âåðøèíà Dj èìååò â êà÷åñòâå íåïîñðåäñòâåííûõ ïîòîìêîâ âåðøèíû

Y
(j1)
1 , Y

(j2)
2 , ..., Y (jn)

n ,

ñîîòâåòñòâåííî p(T,Dj) èìååò âèä D → Y1 Y2 ... Yn, ãäå D � ìåòêà âåðøèíû Dj , Dj ∈ NE .

(3) Ïðàâèëó p(T,Dj) ñîîòâåòñòâóåò ïðîîáðàç âèäà

D′ → Z1 Z2 ... Zn, ãäå D′ ∈ N.

(4) Ïîñèìâîëüíîå ñðàâíåíèå öåïî÷åê X1X2 ... Xn, Y1 Y2 ... Yn è Z1 Z2 ... Zn ïðèâîäèò ê
îäíîìó èç òðåõ ðåçóëüòàòîâ:
(p1) Xk = Yk = Zk, åñëè Xk ∈ Σ ∪N \AB,
(p2) Xk = A, Yk = E, Zk = A,
(p3) Xk = A, Yk = E, Zk = B.

(5) Îáîçíà÷èì
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B A(k1), ..., A(km) âñå âåðøèíû èç ñïèñêà (A.2), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (p3);

B T ′j+1 = Tj J A(k1) lBG(Tj , A
(k1)) J ... J A(km) lBG(Tj , A

(km));

B u � óíèêàëüíûé èíäåêñ, íå âñòðå÷àþùèéñÿ â äåðåâüÿõ Tj è T ′J+1;

B TAj+1 � äåðåâî T
′
j+1, â êîòîðîì âåðøèíà Dj ïåðåèìåíîâàíà â A(u);

B TBj+1 � äåðåâî T
′
j+1, â êîòîðîì âåðøèíà Dj ïåðåèìåíîâàíà â B(u).

(6) Îêîí÷àòåëüíî äåðåâî Tj+1 îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
(v1) åñëè D′ = A, òî Tj+1 = TAj+1;

(v2) åñëè D′ = B, òî Tj+1 = TBj+1 J B(u) lAG(TBj+1, B
(u));

(v3) åñëè D′ 6= AB, òî Tj+1 = T ′j+1.

(7) Âî âñåõ òðåõ âàðèàíòàõ ïîääåðåâî, ïîñòðîåííîå â Tj+1 íà ïîçèöèè âåðøèíû Dj , ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì âûâîäà â ãðàììàòèêå G.

Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ Tj+1 âïîëíå ïðèìåíèìà ê äåðåâó T1, â ýòîì ñëó÷àå âñå

Y
(j1)
1 , ..., Y (jn)

n � òåðìèíàëüíûå âåðøèíû.

Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ äåðåâî Tq ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì âûâîäà â ãðàììàòèêå
G. Åñëè íà ïîñëåäíåì ýòàïå ïðèìåíÿëèñü âàðèàíòû (v1) è (v2), òî ìåòêà v(T ) ñîâïàäàåò ñ
ìåòêîé v(Tq), îòêóäà âûòåêàåò L(G,D) ⊇ L(GE , D) äëÿ D ∈ N\AB. Åñëè íà ïîñëåäíåì ýòàïå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿëñÿ âàðèàíò (v2), òî v(T ) = E(r), v(Tq) = A(r), è, ñëåäîâàòåëüíî,
L(G,A) ⊇ L(GE , E).
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Î÷åâèäíûì îáðàçîì óòâåðæäåíèÿ 27 è 28 ïîðîæäàþò

Óòâåðæäåíèå 29. Äëÿ ëþáîãî D ∈ N\AB èìååò ìåñòî L(G,D) = L(GE , D), à òàêæå
L(G,B) = L(GE , E).

Ïî ïîñòðîåíèþ ãðàììàòèêà GE íå ñîäåðæèò íåòåðìèíàëû A è B. Êîððåêòíî îïðåäåëèì
ïåðåèìåíîâàíèå âGE íåòåðìèíàëà E íà B. Ïîëó÷åííàÿ ïðè òàêëì ïðåîáðàçîâàíèè ãðàììàòèêà
èìååò âèä G′E =< N ′E ,Σ, P

′
E , S >, ãäå

N ′E =

{
{S} ∪NE \ {E}, åñëè S ∈ AB;

{B} ∪NE \ {E}, åñëè S /∈ AB;

P ′E =

{
{C[E//S]→ α[E//S] : C → α ∈ PE }, åñëè S ∈ AB;

{C[E//B]→ α[E//B] : C → α ∈ PE }, åñëè S /∈ AB.

Äëÿ ãðàììàòèêè GE èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ãðàììàòèêà G
′
E âûãëÿäèò òàê:

G
′
E : S → S +B | B ∗B

B → a | aB | B a

Äëÿ âíîâü ïîñòðîåííîé ãðàììàòèêè G′E óòâåðæäåíèå (29) òðàíñôîðìèðóåòñÿ â

Óòâåðæäåíèå 30. Äëÿ ëþáîé ÊÑ�ãðàììàòèêè G =< N,Σ, P, S >, â êîòîðîé íåòåðìèíàëû
A è B ÿâëÿþòñÿ ñèíîíèìàìè, íàéäåòñÿ ãðàììàòèêà G′E =< N ′E ,Σ, P

′
E , S > òàêàÿ, ÷òî

L(G,C) = L(G′E , C) äëÿ âñåõ C èç N ′E
def
= N \ {A}. (Â ÷àñòíîñòè, L(G) = L(G′E).)

A.3. Ñïåöèàëüíûé ïîäõîä ê óñòðàíåíèþ ñèíîíèìèè

Îïèñàííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîñòðîåíèå
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îò G ê GE

]
è

[
îò GE ê G′E

]
çà÷àñòóþ íå ñîõðàíÿåò îäíîçíà÷íîñòü, ïîýòîìó àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 30 äëÿ îäíîçíà÷íûõ ãðàì-
ìàòèê íåîáõîäèìî îáîñíîâûâàòü îòäåëüíî. Ñ ýòîé öåëüþ îòìåòèì äâà îáñòîÿòåëüñòâà.

Ïåðâîå. Åñëè â ãðàììàòèêå G äëÿ ïàðû íåòåðìèíàëîâ ñóùåñòâóåò âûâîä A⇒+
G B ⇒

+
G B, òî

G � íåîäíîçíà÷íàÿ ãðàììàòèêà. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îäíîçíà÷íîé ãðàììàòèêè G âûïîëíÿåòñÿ
A;+

G B è/èëè B ;+
G A.

Âòîðîå. Â äåðåâå âûâîäà T = DT (A⇒+
G x) òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

�1� |x| = 0, òî åñòü x = e;
�2� |x| = 1, è òîãäà â T ñóùåñòâóåò � ñì. ðèñóíîê 6 � åäèíñòâåííûé ïóòü îò êîðíÿ

A ê òåðìèíàëüíîé âåðøèíå x, íåïîñðåäñòâåííûì ïðåäêîì êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ âåðøèíà Ar;

�3� |x| ≥ 2, è òîãäà â T ñóùåñòâóåò � ñì. ðèñóíîê 6 � åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà
Ar, èìåþùàÿ k ≥ 2 íåïîñðåäñòâåííûõ ïîòîìêîâ C1, ..., Ck, ïðè÷åì
s(T,Ar) = s(T,C1) ... s(T,Ck) è s(T,Cj) 6= e, j = 1...k.

–2–
A

x

A1

A2

Ar

–3–
A

x

A1

A2

Ar

C1 Ck

Ðèñ. 6. Âàðèàíòû äåðåâüåâ âûâîäà

Â ñëó÷àÿõ �2� è �3� ïóòü, ñîåäèíÿþùèé A è Ar, ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåòåðìè-
íàëüíûõ âåðøèí A, A1, ..., Ar, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ñòâîëîì äåðåâà T è áóäåì îáîçíà÷àòü
A+A1+...+Ar Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âåðøèíû A è Ar ñîâïàäàþò, è ñòâîë äåðåâà âûðîæäàåòñÿ
â êîðíåâóþ âåðøèíó A.

Â äåðåâå âûâîäà T = Tacc (ðèñóíîê 4)
ñëó÷àþ �1� ñîîòâåòñòâóþò ïîääåðåâüÿ

ST (T,A), ST (T,A(1)), ST (T,A(3)), ST (T,D(2)) è ST (T,D(3));
ñëó÷àþ �2� ñîîòâåòñòâóþò ïîääåðåâüÿ ST (T,A(2)), ST (T,C(4)), à òàêæå

ST (T,C) ñî ñòâîëîì C+C(2)+C(4) è ST (T,C(2)) ñî ñòâîëîì C(2)+C(4);
ñëó÷àþ �3� ñîîòâåòñòâóþò ïîääåðåâüÿ

ST (T, S) ñî ñòâîëîì S+D, ST (T,D(1)) ñî ñòâîëîì D(1)+C(1) è ST (T,D).

Ïðåäïîëîæèì äëÿ ÊÑ�ãðàììàòèêè G =< N,Σ, P, S > âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

L(G,A) = L(G,B) è B ;+
G A. (A.3)

Îïðåäåëèì ãðàììàòèêó G′B ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G′B =

{
< N ′B, Σ, P ′B, S >, åñëè S 6= A;

< N ′B, Σ, P ′B, B > èíà÷å.
(A.4)
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ãäå N ′B = N \ {A} è P ′B = {C → α[A//B] : C → α ∈ P, C 6= A, L(G,α) 6= ∅ }.
Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì � ñì. ðèñóíîê 7 � âñïîìîãàòåëüíûå ïîäìíîæåñòâà ïðàâèë

Q− = {C → α ∈ P : L(G,α) = ∅ } ∪ {A→ α ∈ P }, Q′ = P ′B \ P è

Q+ = {C → β′Aβ′′ ∈ P : C 6= A, L(G, β′Aβ′′) 6= ∅ } .

P P ′
E

Q+

Q−
Q′

Ðèñ. 7. Ïðàâèëà âûâîäà ãðàììàòèê G è G′

Ìíîæåñòâî Q− îáðàçóþò âñå ïðàâèëà ãðàììàòèêè G, êîòîðûå íå ó÷àñòâóþò â ïîñòðîåíèè
ãðàììàòèêè G′. Â îáùåì ñëó÷àå ïðàâèëî èç Q+ ñîäåðæèò n > 0 íåòåðìèíàëîâ A è èìååò âèä

C → α0Aα1 ... αn−1Aαn, (A.5)

ãäå αi ∈ (Σ ∪N ′)∗ äëÿ i = 0, ..., n.

Î÷åâèäíîQ′ = {C→α[A//B] : C→α ∈ Q+ }. Òî åñòü â ëþáîì ïðàâèëå èçQ′ ìîæíî âûäåëèòü
n > 0 íåòåðìèíàëîâ B, ïîçâîëÿþùèõ ïðåäñòàâèòü ýòî ïðàâèëî â âèäå

C → α0B α1 ... αn−1B αn (A.6)

òàêîì, ÷òî

C → α0Aα1 ... αn−1Aαn ∈ Q+ (A.7)

Ïðàâèëî (A.7) ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì ïðàâèëà (A.6). Íàëè÷èå â ãðàììàòèêå G äâóõ è áîëåå ïðî-
áðàçîâ äëÿ îäíîãî è òîãî æå ïðàâèëà (A.6) îçíà÷àåò íåîäíîçíà÷íîñòü ãðàììàòèêè G. Âîîáùå
ãîâîðÿ, êîëè÷åñòâî íåòåðìèíàëîâ B â ïðàâèëå (A.6) ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ÷èñëî n çà ñ÷åò ñèì-
âîëîâ B, �ñêðûâàþùèõñÿ� â öåïî÷êàõ αi ∈ (Σ∪N ′B)∗. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ãðàììàòèêó
G
′
B, ïîñòðîåííóþ äëÿ ïàðû íåòåðìèíàëîâ�ñèíîíèìîâ A è B ãðàììàòèêè G èç ïðåäûäóùåãî

ðàçäåëà íàñòîÿùåãî ïðèëîæåíèÿ.

G
′
B : S → S +B | B ∗B

B → a | B a

Ñâÿçàííûå ñ ýòîé ãðàììàòèêîé ìíîæåñòâà âûãëÿäÿò òàê:
Q− = {A→ a, A→ aB },
Q+ = {S → S +A, S → A ∗B, B → Aa },
Q′ = {S → S +B, S → S ∗B, B → Ba },
ïðîîáðàçîì ïðàâèëà S → S +B ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî S → S +A,
ïðîîáðàçîì ïðàâèëà S → S ∗B ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî S → A ∗B,
ïðîîáðàçîì ïðàâèëà B → Aa ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî S → Ba.

Óòâåðæäåíèå 31. Äëÿ ëþáîãî D ∈ N ′B èìååò ìåñòî L(G,D) ⊆ L(G′B, D).
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Âûáåðåì
(à) íåêîòîðûé íåòåðìèíàë D èç N ′B,
(á) íåêîòîðîå ïðåäëîæåíèå x èç L(G,D) è
(â) íåêîòîðîå äåðåâî âûâîäà T = DT (D ⇒+

G x)
è ïîêàæåì, ÷òî â ãðàììàòèêå G′B ñóùåñòâóåò äåðåâî âûâîäà T ′ = DT (D ⇒+

G′B
x).

Ïîñêîëüêó D 6= A, òî âñå âåðøèíû ñ ìåòêàìè A â äåðåâå T ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè
ïîòîìêàìè íåêîòîðûõ âåðøèí C ïðè÷åì p(T,C) ∈ Q+.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 31 ñâÿçàíî ñ ïîýòàïíûì ïðåîáðàçîâàíèåì äåðåâà T :

T0 = T ,
[
îò T0 ê T1

]
,

[
îò T1 ê T2

]
è ò.ä.

[
îò Tq−1 ê Tq

]
, T ′ = Tq

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé çàâåðøàåòñÿ, êîãäà â î÷åðåäíîì ôîðìàëüíîì äåðåâå Tq
íå îáíàðóæèâàåòñÿ ïðàâèë èç Q+. Ðàññìîòðèì äâå ÷àñòè ýòàïà ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîñòîÿùåãî â

ïåðåõîäå
[
îò Tj ê Tj+1

]
.

×àñòü 1/2. Âûáåðåì â äåðåâå Tj âåðøèíó C, äëÿ êîòîðîé

p(Tj , C) ∈ Q+, íî p(Tj , C
′) /∈ Q+ äëÿ âñåõ ïðåäêîâ C ′ âåðøèíû C. (A.8)

Ïðàâèëî p(Tj , C) èìååò âèä (A.5). Íåòåðìèíàëàì A èç ýòîãî ïðàâèëà â äåðåâå Tj ñîîòâåòñòâóþò
âåðøèíû A(1), ..., A(n) è ïîääåðåâüÿ T (1) = ST (Tj , A

(1)), ..., T (n) = ST (Tj , A
(n)). Óñëîâèå (A.8)

ãàðàíòèðóåò, ÷òî êàæäîå T (i) åñòü äåðåâî âûâîäà â ãðàììàòèêå G, è åìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü9

äåðåâî T (i)
1 = BG(Tj , A

(i)). Èç óñëîâèÿ B ;+
G A ñëåäóåò, ÷òî

ï ð è y = e â äåðåâå T (i)
1 âîîáùå îòñóòñòâóþò âåðøèíû ñ ìåòêàìè A; à

ï ð è y 6= e â äåðåâå T (i)
1 âåðøèíû A(x) ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî âíå ñòåáëÿ, ïðè÷åì äëÿ íèõ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∣∣∣s( ST (T
(i)
1 , A(x)) )

∣∣∣ < ∣∣∣s( T (i) )
∣∣∣ (A.9)

×àñòü 2/2. Îïðåäåëèì10 äåðåâî Tj+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Tj+1 = Tj J A(1) l T
(1)
1 ... J A(n) l T

(n)
1

Ïî ïîñòðîåíèþ s(Tj) = s(Tj+1), p(Tj+1, C) /∈ Q+ è âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ
âåðøèíà C íå ó÷àñòâóåò.

Êîíå÷íîñòü ïðîöåññà ïðåîáðàçîâàíèÿ äåðåâüåâ âûâîäà ãàðàíòèðóþò íåðàâåíñòâà (A.9). Ôàê-
òè÷åñêè â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ôîðìàëüíûõ äåðåâüÿõ ïðàâèëà èç Q+ è çàìåíÿþòñÿ íà
ïðàâèëà èç Q′. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííîå11 ïðè ïîñëåäíåé ìîäèôèêàöèè äåðåâî Tq ÿâ-
ëÿåòñÿ äåðåâîì âûâîäà â ãðàììàòèêå G′. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Îáîçíà÷èì W ′(T ) � ïîäìíîæåñòâî âåðøèí C äåðåâà âûâîäà T , äëÿ êîòîðûõ

p(T,C) ∈ Q+, íî p(T,C ′) /∈ Q+ äëÿ âñåõ ïîòîìêîâ C ′ âåðøèíû C. (A.10)

Óòâåðæäåíèå 32. Äëÿ ëþáîãî D ∈ N ′B èìååò ìåñòî L(G,D) ⊇ L(G′B, D).

Âûáåðåì
(à) íåêîòîðûé íåòåðìèíàë D èç N ′B,

9 Åñëè G � îäíîçíà÷íàÿ ãðàììàòèêà, òî T
(i)
1 îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

10 Åñëè G � îäíîçíà÷íàÿ ãðàììàòèêà, òî Tj+1 ïî çàäàííîé âåðøèíå C îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
11 Åñëè G � îäíîçíà÷íàÿ ãðàììàòèêà, òî Tq îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÎÌ 12 � 4 2012



ÑÎÂÌÅÑÒÈÌÎÑÒÜ ÑÂÎÉÑÒÂ ÃÐÀÌÌÀÒÈÊ 431

(á) íåêîòîðîå ïðåäëîæåíèå x èç L(G′B, D) è
(â) íåêîòîðîå äåðåâî âûâîäà T = DT (D ⇒+

G′B
x)

è ïîêàæåì, ÷òî â ãðàììàòèêå G ñóùåñòâóåò äåðåâî âûâîäà T ′ = DT (D ⇒+
G x).

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 32 ñâÿçàíî ñ ïîýòàïíûì ïðåîáðàçîâàíèåì äåðåâà T :

T0 = T ,
[
îò T0 ê T1

]
,

[
îò T1 ê T2

]
è ò.ä.

[
îò Tq−1 ê Tq

]
, T ′ = Tq

Ïðåîáðàçîâàíèå çàâåðøàåòñÿ, êîãäà â î÷åðåäíîì äåðåâå Tq íå îêàçûâàåòñÿ ïðàâèë èç Q′. Ðàñ-
ñìîòðèì îäèí ýòàï ïðåîáðàçîâàíèÿ �ñóòü� ïåðåõîä îò Tj ê Tj+1.

Âûáåðåì â äåðåâå Tj âåðøèíó C èç ìíîæåñòâà W (Tj).

Ïðàâèëî p(Tj , C) èìååò âèä (A.6) è åìó ñîîòâåòñòâóåò12 ïðîîáðàç � ïðàâèëî âèäà (A.7). Ïî
ðåçóëüòàòàì ñðàâíåíèÿ ïðàâèëà p(Tj , C) è åãî ïðîîáðàçà â äåðåâå Tj ñðåäè íåïîñðåäñòâåííûõ
ïîòîìêîâ âåðøèíû C îáíàðóæèâàþòñÿ âåðøèíû B(1), ..., B(n), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òåð-
ìèíàëàì A â ïðîîáðàçå. Ïîðÿäîê îáõîäà âåðøèí � óñëîâèå (A.10) � ãàðàíòèðóåò, ÷òî êàæäîå
ïîääåðåâî ST (Tj , B

(i)) åñòü äåðåâî âûâîäà â ãðàììàòèêå G′, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü13 Tj+1

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Tj+1 = Tj J B(1) lAG(Tj , B
(1)) ... J B(n) lAG(Tj , B

(n))

Ïî ïîñòðîåíèþ s(Tj) = s(Tj+1) è p(Tj+1, C) ∈ Q+.

Êîíå÷íîñòü ïðîöåññà ïðåîáðàçîâàíèÿ äåðåâüåâ âûâîäà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà∑
w∈W (Tj)

dj(w) >
∑

w∈W (Tj+1)

dj+1(w),

ãäå dj(w) � ðàññòîÿíèå â äåðåâå Tj îò êîðíÿ äî âåðøèíû w. Ïîëó÷åííîå ïðè ïîñëåäíåé ìîäè-
ôèêàöèè äåðåâî Tq ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì âûâîäà â ãðàììàòèêå G. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèÿ 31 è 32 ïîðîæäàþò

Óòâåðæäåíèå 33. Åñëè ÊÑ�ãðàììàòèêà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A.3), è ÊÑ�ãðàììàòè-
êà G′B ïîñòðîåíà ñïîñîáîì (A.4), òî L(G,C) = L(G′B, C) äëÿ âñåõ C èç N ′B. (Â ÷àñòíîñòè,
L(G) = L(G′B).)

Èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 31 è 32 âûòåêàåò

Óòâåðæäåíèå 34. Åñëè îäíîçíà÷íàÿ ÊÑ�ãðàììàòèêà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A.3), è
ÊÑ�ãðàììàòèêà G′B ïîñòðîåíà ñïîñîáîì (A.4), òî G′B ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ÊÑ�ãðàììà-
òèêîé, ïðè÷åì L(G,C) = L(G′B, C) äëÿ âñåõ C èç N ′B. (Â ÷àñòíîñòè, L(G) = L(G′B).)

Åñëè â ÊÑ�ãðàììàòèêå G èìååò ìåñòî L(G,A) = L(G,B) è A ;+
G B, òî äëÿ ãðàììàòèêè

G′A, ïîñòðîåííîé àíàëîãè÷íî G′B, ñòðàâåäëèâû àíàëîãè óòâåðæäåíèé (33) è (34)

A.4. Îáùèé ïîäõîä ê óñòðàíåíèþ ñèíîíèìèè

Ïóñòü G � ÊÑ�ãðàììàòèêà, â êîòîðîé çàôèêñèðîâàíû äâå íåòåðìèíàëà�ñèíîíèìà A èëè B.
Îïðåäåëèì ãðàììàòèêó G′:

G′
def
=


G′B, åñëè B ;+

G A; BB ñì. ðàçäåë A.3

G′A, åñëè A;+
G B; BB ñì. ðàçäåë A.3

G′E , åñëè A⇒+
G B ⇒

+
G A. BBñì. ðàçäåë A.2

12 Åñëè G � îäíîçíà÷íàÿ ãðàììàòèêà, òî ïðîîáðàç ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.
13 Åñëè G � îäíîçíà÷íàÿ ãðàììàòèêà, òî Tj+1 ïî çàäàííîé âåðøèíå C îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
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Ïåðåõîä îò ãðàììàòèêè G, ñîäåðæàùåé çàäàííóþ ïàðó íåòåðìèíàëîâ�ñèíîíèìîâ, ê ãðàì-
ìàòèêå G′ ñîõðàíÿåò ìíîãèå âèäîâûå îòëè÷èÿ ãðàììàòèê. Â ÷àñòíîñòè, íåòðóäíî óñòàíîâèòü

Óòâåðæäåíèå 35.

(1) åñëè G � ÊÑ�ãðàììàòèêà, òî G′ � ÊÑ�ãðàììàòèêà;
(2) åñëè G � îäíîçíà÷íàÿ ÊÑ�ãðàììàòèêà, òî G′ � îäíîçíà÷íàÿ ÊÑ�ãðàììàòèêà;
(3) åñëè G � ðàçäåëåííàÿ ÊÑ�ãðàììàòèêà, òî G′ � ðàçäåëåííàÿ ÊÑ�ãðàììàòèêà;
(4) åñëè G � ÊÑ#ãðàììàòèêà, òî G′ � ÊÑ#ãðàììàòèêà;
(5) åñëè G � îäíîçíà÷íàÿ ÊÑ#ãðàììàòèêà, òî G′ � îäíîçíà÷íàÿ ÊÑ#ãðàììàòèêà;
(6) åñëè G � ðàçäåëåííàÿ ÊÑ#ãðàììàòèêà, òî G′ � ðàçäåëåííàÿ ÊÑ#ãðàììàòèêà.
È âî âñåõ øåñòè ñëó÷àÿõ:
� â G′ îòñóòñòâóþò îäèí èëè áîëåå íåòåðìèíàëîâ ãðàììàòèêè G;
� äëÿ ëþáîãî íåòåðìèíàëà C ãðàììàòèêè G′ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî L(G′, C) = L(G,C);
� G′ è G � ýêâèâàëåíòíûå ãðàììàòèêè.

Âàðèàíòû (4) è (5) óòâåðæäåíèÿ 35 îáúÿñíÿþòñÿ òåì, ÷òî â ÊÑ#ãðàììàòèêàõ îñíîâíîé
ñèìâîë íå ìîæåò âõîäèòü íè â îäíó ïàðó ñèíîíèìîâ. Âàðèàíòû (3) è (6) î÷åâèäíû.

A.5. Îñîáåííîñòè ÊÑ�ãðàììàòèê áåç ñèíîíèìîâ

Èç óòâåðæäåíèé 4, 8 è 35 ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 36.

(1) Äëÿ ëþáîé ÊÑ�ãðàììàòèêè G
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ÊÑ�ãðàììàòèêà�áåç�ñèíîìèìîâ G′′.

(2) Äëÿ ëþáîé îäíîçíà÷íîé ÊÑ�ãðàììàòèêè G
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé îäíîçíà÷íàÿ ÊÑ�ãðàììàòèêà�áåç�ñèíîìèìîâ G′′.

(3) Äëÿ ëþáîé ðàçäåëåííîé ÊÑ�ãðàììàòèêè G
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ðàçäåëåííàÿ ÊÑ�ãðàììàòèêà�áåç�ñèíîìèìîâ G′′.

(4) Äëÿ ëþáîé ÊÑ#ãðàììàòèêè G
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ÊÑ#ãðàììàòèêà�áåç�ñèíîìèìîâ G′′.

(5) Äëÿ ëþáîé îäíîçíà÷íîé ÊÑ#ãðàììàòèêè G
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé îäíîçíà÷íàÿ ÊÑ#ãðàììàòèêà�áåç�ñèíîìèìîâ G′′.

(6) Äëÿ ëþáîé ðàçäåëåííîé ÊÑ#ãðàììàòèêè G
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ðàçäåëåííàÿ ÊÑ#ãðàììàòèêà�áåç�ñèíîìèìîâ G′′.

Îáîçíà÷èì L(G,A, l)
def
= {x ∈ L(G,A) : |x| ≤ l}.

Èç íåðàâåíñòâà L(G,A) 6= L(G,B) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà lAB òàêîãî, ÷òî
L(G,A, lAB) 6= L(G,B, lAB). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ãðàììàòèêè áåç ñèíîíèìîâ G =< N,Σ, P, S >
ñóùåñòâóåò ÷èñëî l(G) = max{lAB |A ∈ N, B ∈ N, A 6= B }, êîòîðîå ãàðàíòèðóåò íåðàâåíñòâî
L(G,A, l(G)) 6= L(G,B, l(G)) äëÿ ëþáûõ íåòåðìèíàëîâ A 6= B. ×èñëî l(G) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòèêîé ÊÑ�ãðàììàòèêè G, ÷òî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü

Óòâåðæäåíèå 37. Äëÿ ëþáîãî ÊÑ�ÿçûêà L ñóùåñòâóþò
� ïîðîæäàþùàÿ åãî ÊÑ�ãðàììàòèêà áåç ñèíîìèìîâ G =< N,Σ, P, S > è
� öåëîå ÷èñëî l òàêîå, ÷òî L(G,A, l) 6= L(G,B, l) äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ A è B èç N .

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ îäíîçíà÷íûõ ÊÑ�ÿçûêîâ, äëÿ ðàçäå-
ëåííûõ ÊÑ�ÿçûêîâ, äëÿ ÊÑ#ÿçûêîâ, äëÿ îäíîçíà÷íûõ ÊÑ#ÿçûêîâ, à òàêæå äëÿ ðàçäåëåííûõ
ÊÑ#ÿçûêîâ.
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∗ ∗ ∗

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîâåðêà óñëîâèÿ (A.1) � çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìàÿ, ïîýòîìó
âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïèñàííûå è èññëåäîâàííûå â ïðèëîæåíèè A, âñåãî ëèøü ïîäòâåðæäàþò
ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ãðàììàòèê áåç ñèíîíèìîâ.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

B. ÓÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÄÅËÈÌÛÕ ÍÅÒÅÐÌÈÍÀËÎÂ

Îïèøåì ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÊÑ#ãðàììàòèê, ïîçâîëÿþùèå â, êîíå÷íîì ñ÷åòå,
óñòðàíÿòü â òàêèõ ãðàììàòèêàõ ïîäìíîæåñòâà äåëèìûõ�ñïðàâà è äåëèìûõ�ñëåâà íåòåðìèíà-
ëîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ íåòåðìèíàëîâ ïðèâîäÿòñÿ â ðàçäåëå 3.1.

B.1. Óñòðàíåíèå äåëèìûõ�ñëåâà íåòåðìèíàëîâ

Ïóñòü G =< N,Σ, P, S > � ÊÑ#ãðàììàòèêà è LD(X) = {A1, A2, . . . , AK} � íåïóñòîå ïîä-
ìíîæåñòâî åå äåëèìûõ�ñëåâà íåòåðìèíàëîâ, çàôèêñèðîâàííîå äëÿ íåêîòîðîãî X ∈ N ∪ Σ.

Çàêîäèðóåì èñõîäíûå äàííûå ôîðìàëüíîé öåïî÷êîé W = LX A1A2 . . . AK , êîòîðóþ áóäåì
èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èíäåêñà. Åñëè X = C è LD(C) = {A,B}, òî â êà÷åñòâå W â ðàâíîé
ñòåïåíè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ LCAB è LCBA. Ïîëàãàåì, ÷òî â êà÷åñòâå W ôèêñèðîâàí îäèí
èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ.

Ïîäìíîæåñòâó LD(X) = {A1, A2, . . . , AK} ñîïîñòàâèì ïîäìíîæåñòâî óíèêàëüíûõ íåòåðìè-
íàëüíûõ ñèìâîëîâ LD′(X) = {A′1, A′2, . . . , A′K}. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåòåðìèíàëó A1

ñîïîñòàâëåí íåòåðìèíàë A′1, íåòåðìèíàëó A2 ñîïîñòàâëåí íåòåðìèíàë A′2 è ò.ä.

Ââåäåì ïîäìíîæåñòâà:

N ′
def
= N \ LD(X),

NW
def
= N ′ ∪ LD′(X),

U
def
= N ∪ Σ,

UW
def
= NW ∪ Σ.

Îïðåäåëèì ïàðó ôîðìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé öåïî÷åê:

B öåïî÷êà α èç U∗W ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè α ∈ U∗ çàìåíîé âñåõ ñèìâîëîâ A èç LD(X)
íà öåïî÷êè èç äâóõ ñèìâîëîâ XA′, ãäå A′ ñîïîñòàâëåííûå íåòåðìèíàëû èç LD′(X);

B öåïî÷êà α èç U∗ ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè α ∈ U∗W çàìåíîé âñåõ âõîæäåíèé XA′

íà ñîïîñòàâëåííûå íåòåðìèíàëû A.

Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíèìî ê ëþáûì öåïî÷êàì èç U∗, à âòîðîå � òîëüêî ê ñáàëàí-
ñèðîâàííûì öåïî÷êàì èç U∗W , â êîòîðûõ ïåðåä êàæäûì ñèìâîëîì èç LD′(X) ðàñïîëàãàåòñÿ
ñèìâîë X. Íàïðèìåð, äëÿ Σ={a, b, c,+}, N={A,B}, LD(B)={A} è LD′(B)={A′} èìååì:

1). Aa+A+ aBc = BA′a+BA′ + aBc,

2). BA′c+BA′ = Ac+A,

3). öåïî÷êà BA′a+ bA′ + aBc íå ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé.

Â äàëüíåéøåì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ïðîñòûå çàêîíîìåðíîñòè

åñëè α ∈ U∗ è γ = α, òî γ � ñáàëàíñèðîâàííàÿ öåïî÷êà è γ = α;
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åñëè α1, α2 ∈ U∗,
òî α1α2 = α1 α2 è ðàâåíñòâî α1=α2 ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó α1=α2;

åñëè γ1, γ2 � ñáàëàíñèðîâàííûå öåïî÷êè èç U∗W ,
òî γ1γ2 = γ1 γ2 è ðàâåíñòâî γ1=γ2 ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó γ1=γ2;

åñëè A ∈ LD(X), òî A = XA′;
åñëè A ∈ N \ LD(X), òî A = A′.

Îïðåäåëèì ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ψ ïðàâèë âûâîäà èç P è ñâÿçàííûå ñ íèì
B ìíîæåñòâî ïðàâèë âûâîäà PW = Ψ(P ) è
B ãðàììàòèêó GW =< NW ,Σ, PW , S >.

Ψ(A→ β)
def
=


A′ → α, åñëè A ∈ LD(X) è β = Xα,

A′ → B′α, åñëè A ∈ LD(X) è β = Bα,

A→ β, åñëè A /∈ LD(X).

Åñëè, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ãðàììàòèêè G ðàññìàòðèâàåòñÿ

GL : S → Ac | BaA | #
A → AC | BaC
B → Bb | Cd
C → d | cCb,

è LD(C) = {A,B}, òî W = LCAB è GW èìååò âèä:

GLLCAB : S → CA′c | CB′aCA′ | #
A′ → A′C | B′aC
B′ → B′b | d
C → d | cCb.

Óòâåðæäåíèå 38. Ψ � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ïðàâèëà èç PW ñóùå-
ñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ïðàâèëà�ïðîîáðàçà:

Ψ(A1 → β1) = Ψ(A2 → β2) = C → β, íî A1 6= A2 è/èëè β1 6= β2. (A.11)

Íåðàâåíñòâî A1 6= A2 íåâîçìîæíî ïî îïðåäåëåíèþ ñîïîñòàâèìûõ òåðìèíîâ.

Åñëè A1 /∈ LD(X), òî èç (A.11) âûòåêàåò: β1 = β è β2 = β ≫ β1 = β2.

Åñëè A1 ∈ LD(X), òî â (A.11) òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíû ïÿòü âàðèàíòîâ:
1. β1 = Xα1, β2 = Xα2 ≫ α1 = β è α2 = β ≫ α1 = α2 ≫ β1 = β2;
2. β1 = Bα1, β2 = Xα2 è B ∈ LD(X) ≫ B′ α1 = β è α2 = β ≫ B′ α1 = α2,
íî B′ α1 � íåñáàëàíñèðîâàííàÿ öåïî÷êà, à α2 � ñáàëàíñèðîâàííàÿ;

3. β1 = Xα1, β2 = Bα2 è B ∈ LD(X) � àíàëîã âàðèàíòà 2;
4. β1 = Bα1, β2 = Bα2 è B ∈ LD(X) ≫ B′α1 = β è B′α2 = β ≫ α1 = α2 ≫ β1 = β2;
5. β1 = B1α1, β2 = B2α2, {B1, B2} ⊆ LD(X) è B1 6= B2

≫ B′1α1 = β è B′2α2 = β ≫ B′1 = B′2 ≫ B1 = B2.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíû ïðîòèâîðå÷èÿ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 39. Åñëè A ∈ N , òî L(G,A) = L(GW , A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â ãðàììàòèêå G ïðîèçâîëüíûé íåòåðìèíàë A è äîêàæåì, ÷òî
L(G,A) ⊆ L(GW , A) è L(G,A) ⊇ L(GW , A).

×àñòü 1. Ïîêàæåì, ÷òî èç âûâîäà A⇒G x ñëåäóåò âûâîä A⇒GW
x.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïðåäëîæåíèå x, âûâîäèìîå â ãðàììàòèêå G èç íåòåðìèíàëà A, è
ïóñòü îäèí èç ïðàâûõ âûâîäîâ èìååò âèä:

A = σ0 ⇒G σ1 ⇒G . . . ⇒G σk−1 ⇒G σk = x.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ôîðìàëüíî ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ0, σ1, ..., σk åñòü
ïðàâûé âûâîä ïðåäëîæåíèÿ x èç öåïî÷êè A â ãðàììàòèêå GW .

Ïîñêîëüêó A = σ0, òî A ⇒∗GW
σ0.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ íåêîòîðîãî i < k, óñòàíîâëåíî, ÷òî A ⇒∗GW
σi. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå σi ⇒GW
σi+1.

Ðàññìîòðèì i+1�é ýòàï ïðàâîãî âûâîäà ïðåäëîæåíèÿ x â ãðàììàòèêå G: σi ⇒G σi+1. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïðàâîãî âûâîäà:

σi = γAz, σi+1 = γβz è A→ β åñòü ïðàâèëî ãðàììàòèêè G.

Äëÿ ïðàâèëà A→ β âîçìîæíû òðè âàðèàíòà:

ëèáî A ∈ LD(X) è β = Xα è òîãäà σi = γAz = γXA′z, σi+1 = γXαz = γXαz,
òî åñòü σi ⇒GW

σi+1 ïîñðåäñòâîì ïðàâèëà A′ → α èç PW ;
ëèáî A ∈ LD(X) è β = Bα äëÿ íåêîòîðîãî B ∈ LD(X) è òîãäà

σi = γAz = γXA′z, σi+1 = γBαz = γXB′αz,
òî åñòü σi ⇒GW

σi+1 ïîñðåäñòâîì ïðàâèëà A′ → α èç PW ;
ëèáî A /∈ LD(X) è β = α è òîãäà σi = γAz = γAz, σi+1 = γαz = γ α z,

òî åñòü σi ⇒GW
σi+1 ïîñðåäñòâîì ïðàâèëà A′ → α èç PW .

Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ σi ⇒GW
σi+1 ïîñðåäñòâîì ïðàâèëà Ψ(A → β), è, ñëåäîâàòåëüíî,

σk = x ∈ L(GW , A). Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíà.

×àñòü 2. Ïîêàæåì, ÷òî èç âûâîäà A⇒GW
x ñëåäóåò âûâîä A⇒G x.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî äëèíå ïðàâîãî âûâîäà íåêîòîðîãî ïðåäëîæåíèÿ x
âûâîäèìîãî â ãðàììàòèêå GW èç öåïî÷êè A.

A = σ0 ⇒GW
σ1 ⇒GW

. . . ⇒GW
σk−1 ⇒GW

σk = x.

Ïîêàæåì, ÷òî:
1è) σ0, σ1, . . . , σk−1, σk � ñáàëàíñèðîâàííûå öåïî÷êè; è
2è) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåïî÷åê σ0, σ1, . . . , σk−1, σk åñòü ïðàâûé âûâîä ïðåäëîæåíèÿ x èç
íåòåðìèíàëà A â ãðàììàòèêå G.

Öåïî÷êà σ0 åñòü íåòåðìèíàë A, è ïîýòîìó îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1è) è 2è).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i < k óñòàíîâëåíî:
1ï) σ0, σ1, . . ., σi � ñáàëàíñèðîâàííûå öåïî÷êè; è
2ï) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ0, σ1, . . . σi åñòü ïðàâûé âûâîä öåïî÷êè σi.

Ðàññìîòðèì ïåðåõîä σi ⇒GW
σi+1. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðàâîãî âûâîäà σi = γCz, σi+1 = γβz

è C → β åñòü ïðàâèëî ãðàììàòèêè GW .

Åñëè C ∈ LD′(X), òî èç ñáàëàíñèðîâàííîñòè öåïî÷êè σi, ñëåäóåò, ÷òî γ = γ1X è γ1 �
ñáàëàíñèðîâàííàÿ öåïî÷êà.

Ïî ïîñòðîåíèþ ãðàììàòèêè GW äëÿ ïðàâèëà C → β âîçìîæíû òðè âàðèàíòà:
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ëèáî C ∈ LD′(X) è C → β èìååò âèä A′ → α = Ψ(A→ Xα),

òîãäà σi = γA′z = γ1XA′z = γ1 A z, σi+1 = γ1Xαz, σi+1 = γ1 Xα z = γ1 Xα z,

òî åñòü σi+1 � ñáàëàíñèðîâàííàÿ öåïî÷êà è

σi ⇒G σi+1 ïîñðåäñòâîì ïðàâèëà A→ Xα èç P ;

ëèáî C ∈ LD′(X) è C → β èìååò âèä A′ → B′α = Ψ(A→ Bα),

òîãäà σi = γA′z = γ1XA′z = γ1 A z, σi+1 = γB′αz, σi+1 = γ1 X B′ α z = γ1 Bα z,

òî åñòü σi+1 � ñáàëàíñèðîâàííàÿ öåïî÷êà è

σi ⇒G σi+1 ïîñðåäñòâîì ïðàâèëà A→ Xα èç P ;

ëèáî C /∈ LD′(X) è C → β èìååò âèä A′ → α = Ψ(A→ α),

òîãäà σi = γAz = γ A z, σi+1 = γαz, σi+1 = γ α z = γ α z,

òî åñòü σi+1 � ñáàëàíñèðîâàííàÿ öåïî÷êà è

σi ⇒G σi+1 ïîñðåäñòâîì ïðàâèëà A→ α èç P .

Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ σi+1 åñòü ñáàëàíñèðîâàííàÿ öåïî÷êà è σi ⇒G σi+1 ïîñðåäñòâîì
ïðàâèëà Ψ−1(C → β), è, ñëåäîâàòåëüíî, σk = x ∈ L(G,A). Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ è
óòâåðæäåíèå 39 â öåëîì äîêàçàíû.

Ïðè A = S èç óòâåðæäåíèÿ 39 âûòåêàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ãðàììàòèê G è GW . Ïîìèìî
ïðî÷åãî, â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 39 óñòàíîâëåí ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ïðàâûõ âûâîäîâ îäèíàêîâûõ ïðåäëîæåíèé â ãðàììàòèêàõ G è GW , îòêóäà
ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ 40 � 41.

Óòâåðæäåíèå 40. Åñëè G � îäíîçíà÷íàÿ ÊÑ#ãðàììàòèêà, òî GW òàêæå îäíîçíà÷íàÿ
ÊÑ#ãðàììàòèêà.

Óòâåðæäåíèå 41. Åñëè ÊÑ#ãðàììàòèêà G ñîäåðæèò äåëèìîå-ñëåâà íåïóñòîå ïîäìíîæå-
ñòâî íåòåðìèíàëîâ, òî ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ÊÑ#ãðàììàòèêà GW , äëÿ êîòîðîé
Υ3(GW ) < Υ3(G).

Â ñàìîì äåëå, èç óòâåðæäåíèÿ 39 ñëåäóåò:
åñëè A /∈ LD(X), òî L(G,A) = L(GW , A)
åñëè A ∈ LD(X), òî L(G,A) = L(GW , XA

′) = L(GW , X) L(GW , A
′) ñì.14

è èç óòâåðæäåíèÿ 10 âûòåêàåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî Υ3(GW ) < Υ3(G).

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ äåëèìûõ�ñïðàâà íåòåðìèíàëîâ.

B.2. Óñòðàíåíèå äåëèìûõ�ñïðàâà íåòåðìèíàëîâ

Ïóñòü G =< N,Σ, P, S > � ÊÑ#ãðàììàòèêà è RD(X) � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî åå äåëèìûõ�
ñïðàâà íåòåðìèíàëîâ, çàôèêñèðîâàííîå äëÿ íåêîòîðîãî X ∈ N ∪ Σ.

1. Ïîäìíîæåñòâó RD(X) = {A1, A2, . . . , AK} ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî óíèêàëüíûõ
íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ RD′(X) = {A′1, A′2, . . . , A′K}.

2. Ââîäÿòñÿ ïîäìíîæåñòâà:

N ′
def
= N \ RD(X),

NV
def
= N ′ ∪ RD′(X),

U
def
= N ∪ Σ,

UV
def
= NV ∪ Σ.

14 ßçûê L(G,A) åñòü êîíêàòåíàöèÿ ÿçûêîâ L(GW , X) è L(GW , A′), íå ñîäåðæàùèõ ïóñòûõ öåïî÷åê.
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3. Îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå öåïî÷åê: öåïî÷êà α ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè
α ∈ U∗ çàìåíîé âñåõ ñèìâîëîâ A èç RD(X) íà öåïî÷êè A′X, ãäå A′ ñîïîñòàâëåííûå íåòåðìè-
íàëû èç RD′(X).

4. Ââîäÿòñÿ:
B ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Φ ïðàâèë âûâîäà èç P ;
B ìíîæåñòâî ïðàâèë âûâîäà PV = Φ(P ) è
B ãðàììàòèêà GV =< NV ,Σ, PV , S >.

Φ(A→ β)
def
=


A′ → α, åñëè A ∈ RD(X) è β = αX,

A′ → αB′, åñëè A ∈ RD(X) è β = αB,

A→ β, åñëè A /∈ RD(X).

5. Ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ 42 � 44

Óòâåðæäåíèå 42. Äëÿ ëþáîãî íåòåðìèíàëà A ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî L(G,A) = L(G,A).

Óòâåðæäåíèå 43. Åñëè G � îäíîçíà÷íàÿ ÊÑ#ãðàììàòèêà, òî GV òàêæå îäíîçíà÷íàÿ
ÊÑ#ãðàììàòèêà.

Óòâåðæäåíèå 44. Åñëè ÊÑ#ãðàììàòèêà G ñîäåðæèò äåëèìîå-ñïðàâà íåïóñòîå ïîäìíî-
æåñòâî íåòåðìèíàëîâ, òî ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ÊÑ#ãðàììàòèêà GV , äëÿ êîòîðîé
Υ3(GV ) < Υ3(G).
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The problem of compatibility properties of formal grammars

V.A.Serebyakov, S.Y.Soloviev

We consider the problem of compatibility properties of grammars in general and propose an approach to
its solution.
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