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Àííîòàöèÿ�Â ñòàòüå èññëåäóþòñÿ èçìåíåíèÿ ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé, âûçâàííûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè ôîðìàëüíûõ êîíòåêñòîâ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ôðàãìåíòàöèè è äåôðàã-
ìåíòàöèè ôîðìàëüíûõ êîíòåêñòîâ íà/èç ñîñòàâíûõ ÷àñòåé, çàäàííûõ ìíîæåñòâàìè ïðè-
çíàêîâ.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ âîïðîñ îá èçìåíåíèè ïîíÿòèéíîé êàðòèíû ìèðà
ïðè ïðèâëå÷åíèè/âûïàäåíèè îòäåëüíûõ ãðóïï ïðèçíàêîâ, çàäåéñòâîâàííûõ â îïèñàíèè ïîíÿ-
òèé. Ñëåäóÿ [1], áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ôîðìàëüíûå ïîíÿòèÿ ñóùåñòâóþò â ñâÿçè ñ, òàê íàçûâà-
åìûìè, ôîðìàëüíûìè êîíòåêñòàìè.

2. ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÊÎÍÒÅÊÑÒÛ

Çàäåéñòâóåì áóêâó N äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ, èìå-
íóåìûõ ïðèçíàêàìè. Â ïðèìåðàõ äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü
íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Ïîäìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ áóäåì íàçûâàòü îáúåêòàìè. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îáúåêòîâ áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ñòðî÷íûå áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà: a, b, c è ò.ä. a ⊆ N , b ⊆ N è ò.ä.

Ïîäìíîæåñòâà îáúåêòîâ áóäåì íàçûâàòü êëàññàìè. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êëàññîâ áóäåì èñïîëü-
çîâàòü çàãëàâíûå áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà: A, B, C è ò.ä.

Åñëè A � êëàññ, òî áóäåì îáîçíà÷àòü

Con(A) =
⋂
a∈A

a

Â [2] è âî âñåõ äðóãèõ ó÷åáíèêàõ ëîãèêè äîêàçûâàåòñÿ

Çàêîí îáðàòíîãî îòíîøåíèÿ. Åñëè A è B � äâà êëàññà è A ⊆ B, òî Con(B) ⊆ Con(A).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü D � ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, çàäàííûõ ïðèçíàêàìè èç N .
Ïàðó < D,N > áóäåì íàçûâàòü ôîðìàëüíûì êîíòåêñòîì èëè ïðîñòî êîíòåêñòîì.1

Ïðèìåð 1. D = {{1, 2, 11, 12}, {1, 3, 11, 13}, {4, 5, 11, 14}}, N = {1, 2, 3, 4, 5, 11, 12, 13, 14}.

3. ÔÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëüíûì ïîíÿòèåì â êîíòåêñòå < D,N > íàçûâàåòñÿ òàêîé êëàññ îáú-
åêòîâ A, A ⊆ D, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

A = { d ∈ D | Con(A) ⊆ d } (1)

1 ×àñòíûì ñëó÷àåì çàäàíèÿ ìíîæåñòâà D ÿâëÿåòñÿ òàáëèöà <îáúåêò, ñâîéñòâî>.
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Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (1) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (2):

A = { d | Con(A) ⊆ d ∈ D } (2)

Åñëè ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ N êîíå÷íî è êîíòåêñò < D,N > çàäàí, òî àëãîðèòì ïðîâåðêè
êëàññà A íà ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåíèþ ôîðìàëüíîãî ïîíÿòèÿ ñîñòîèò èç òðåõ øàãîâ:
Øàã 1. Ïî èçâåñòíîìó ìíîæåñòâó A ïîñòðîèòü c = Con(A).
Øàã 2. Ïî èçâåñòíîìó ìíîæåñòâó c ïîñòðîèòü T = {d ∈ D | c ⊆ d}.
Øàã 3. Åñëè A = T , òî A åñòü ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå, èíà÷å A íå ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ïîíÿ-
òèåì.

Ïðèìåð 2. (Ìíîæåñòâà D è N çàèìñòâîâàíû èç ïðèìåðà 1.)
Ïðîâåðèì êëàññ îáúåêòîâ B = {{1, 2, 11, 12}, {1, 3, 11, 13}} íà ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåíèþ ôîð-
ìàëüíîãî ïîíÿòèÿ:
Øàã 1. c = Con(B) = {1, 11}.
Øàã 2. T = {d ∈ D | c ⊆ d} = {{1, 2, 11, 12}, {1, 3, 11, 13}}.
Øàã 3. T ≡ B, ñëåäîâàòåëüíî, B ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ïîíÿòèåì.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî êîíòåêñòà < D,N > ïîíÿòèå A ìîæíî çàäàâàòü:
� ÿâíûì ïåðå÷èñëåíèåì îáúåêòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îáúåì ïîíÿòèÿ; è/èëè
� ïîñðåäñòâîì ôîðìàëüíîãî ñîäåðæàíèÿ Con(A), è òîãäà A âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ N çàäàíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïîäìíîæåñòâ
N1 è N2. N = N1∪N2. Ñîîòâåòñòâåííî äîïîëíèì ñîãëàøåíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåêòîâ è êëàññîâ.

Ëþáîé îáúåêò, ñêàæåì a, ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïîäìíî-
æåñòâ a1 = a ∩ N1 è a2 = a ∩ N2; a = a1 ∪ a2. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé, âìåñòî
a = a1 ∪ a2 áóäåì ïèñàòü a = a1 + a2, ïîíèìàÿ, ÷òî a1 = a ∩ N1 è a2 = a ∩ N2.

Ëþáîé êëàññ, ñêàæåì A, îäíîçíà÷íî ïîðîæäàåò êëàññû

A1 = {a1 | a1 + a2 ∈ A} è A2 = {a2 | a1 + a2 ∈ A}.

Ïðèìåð 3. (Ìíîæåñòâà D, N è B çàèìñòâîâàíû èç ïðèìåðîâ 1 è 2.)
Ïîëîæèì N1 = { 1, 2, 3, 4, 5 }, è N2 = {11, 12, 13, 14}.
Òîãäà D1 = {{1, 2}, {1, 3}, {4, 5}} è D2 = {{11, 12}, {11, 13}, {11, 14}}.

B1 = {{1, 2}, {1, 3}}; Con(B1) = {1}.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êëàññ B1 íå ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ïîíÿòèåì â êîíòåêñòå < D1, N1 >.

4. ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÖÈß ÔÎÐÌÀËÜÍÛÕ ÊÎÍÒÅÊÑÒÎÂ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ôîðìàëüíûìè ïîíÿòèÿìè ïðè ïåðåõîäå îò
çàäàííîãî ôîðìàëüíîãî êîíòåêñòà ê åãî ÷àñòè.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè A � ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå â êîíòåêñòå < D,N1∪N2 >, òî â êîíòåê-

ñòå < D1, N1 > ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå B1, äëÿ êîòîðîãî Con(B1) = Con(A1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì c1 = Con(A1), îïðåäåëèì B1 = { b1 | c1 ⊆ b1 ∈ D1 }, è ïîêàæåì,
÷òî
1) c1 ⊆ Con(B1),
2) c1 ⊇ Con(B1), òî åñòü Con(A1) = Con(B1),
3) B1 � ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå â êîíòåêñòå < D1, N1 >.

Ïåðâîå óñìàòðèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ B1.

Âòîðîå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî
B1 = { b1 | c1 ⊆ b1 ∈ A1 } ∪ { b1 | c1 ⊆ b1 ∈ D1 \A1 } = A1 ∪ { b1 | c1 ⊆ b1 ∈ D1 \A1 }.
×òî îçíà÷àåò A1 ⊆ B1, è ïî çàêîíó îáðàòíîãî îòíîøåíèÿ Con(A1) ⊇ Con(B1).
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Òðåòüå ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà c1 = Con(B1) :
B1 = { b1 | c1 ⊆ b1 ∈ D1 } = { b1 | Con(B1) ⊆ b1 ∈ D1 }.

Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå. A1 ⊆ B1.

Ïðèìåð 4. (Ìíîæåñòâà D, D1, D2, N , N1 è N2 çàèìñòâîâàíû èç ïðèìåðîâ 1 è 3.)
Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå A = { {1, 2, 11, 12}, {1, 3, 11, 13} } äëÿ êîíòåêñòà < D,N >:

Con(A) = {1, 11}, A1 = {{1, 2}, {1, 3}}, A2 = {{11, 12}, {11, 13}}.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 1 â êîíòåêñòàõ < D1, N1 > è< D2, N2 >, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü
ôîðìàëüíûå ïîíÿòèÿ B1 è B2, äëÿ êîòîðûõ Con(B1) = {1} è Con(B2) = {11}. Äåéñòâèòåëüíî,
òàêèå ôîðìàëüíûå ïîíÿòèÿ ñóùåñòâóþò

B1 = {{1, 2}, {1, 3}}, B2 = {{11, 12}, {11, 13}, {11, 14}}.

Ïðè÷åì A1 = B1, íî A2 6= B2.

5. ÄÅÔÐÀÃÌÅÍÒÀÖÈß ÔÎÐÌÀËÜÍÛÕ ÊÎÍÒÅÊÑÒÎÂ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ôîðìàëüíûìè ïîíÿòèÿìè ïðè êîíñòðóèðîâàíèè
åäèíîãî ôîðìàëüíîãî êîíòåêñòà èç çàäàííûõ ÷àñòåé.

Óòâåðæäåíèå 2.

Ïóñòü (à) < D,N1 ∪N2 > � ôîðìàëüíûé êîíòåêñò;

(á) B1 � ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå â êîíòåêñòå < D1, N1 >, ãäå D1 = {d1 | d1 + d2 ∈ D};
(â) B2 � ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå â êîíòåêñòå < D2, N2 >, ãäå D2 = {d2 | d1 + d2 ∈ D};

Òîãäà êëàññ B = {b1 + b2 ∈ D | b1 ∈ B1 è b2 ∈ B2}
ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ïîíÿòèåì â êîíòåêñòå < D,N1 ∪N2 >.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî

B ⊆ {b ∈ D | Con(B) ⊆ b}, (3)

Con(B1) + Con(B2) ⊆ Con(B), (4)

B ⊇ {b ∈ D | Con(B) ⊆ b} (5)

Ñîîòíîøåíèå (3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî êëàññà îáúåêòîâ èç D, â òîì ÷èñëå è äëÿ B.

Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå (4), êîòîðîå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå (5). Îïðå-
äåëèì âñïîìîãàòåëüíûé êëàññ A = {a1 + a2 | a1 ∈ B1 è a2 ∈ B2}.
Âî-ïåðâûõ, B ⊆ A, è ïî çàêîíó îáðàòíîãî îòíîøåíèÿ Con(A) ⊆ Con(B).
Âî-âòîðûõ,

Con(A) =
⋂

a1∈B1

⋂
a2∈B2

(a1 + a2) =
⋂

a1∈B1

a1 +
⋂

a2∈B2

a2 = Con(B1) + Con(B2)

Îêîí÷àòåëüíî:
Con(B1) + Con(B2) = Con(A) ⊆ Con(B).

Ñîîòíîøåíèå (4) äîêàçàíî.

Äîêàæåì (5). Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé îáúåêò c òàêîé, ÷òî

c ∈ D, c /∈ B è Con(B) ⊆ c.

Èç Con(B) ⊆ c è (4) ñëåäóåò, ÷òî Con(B1) + Con(B2) ⊆ c.
Â ðåçóëüòàòå ôîðìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
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N1 ∩ (Con(B1) + Con(B2)) ⊆ c ∩N1,
N1 ∩ Con(B1) +N1 ∩ Con(B2) ⊆ c ∩N1,

Con(B1) +N1 ∩ Con(B2) ⊆ c1,
Con(B1) ⊆ c1.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ c ∈ D, ïîýòîìó c1 ∈ D1.
Ñëåäîâàòåëüíî Con(B1) ⊆ c1 ∈ D1.
À ïîñêîëüêó B1 - ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå, òî c1 ∈ B1.
Àíàëîãè÷íî c2 ∈ B2.
Îêîí÷àòåëüíî: c = c1 + c2 ∈ B, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.
Ñîîòíîøåíèå (5) äîêàçàíî.

Èç (3) è (5) ñëåäóåò, ÷òî B � ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå â êîíòåêñòå < D,N1 ∪N2 >.
Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå. Con(B1) + Con(B2) ⊆ Con(B).

Ïðèìåð 5. (Ìíîæåñòâà D, D1, D2, N , N1 è N2 çàèìñòâîâàíû èç ïðèìåðîâ 1 è 3.)
Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûå ïîíÿòèÿ B1 è B2 äëÿ êîíòåêñòîâ < D1, N1 > è < D2, N2 >:

B1 = { {1, 2}, {1, 3} }; Con(B1) = {1},
B2 = { {11, 12}, {11, 13}, {11, 14} }; Con(B2) = {11}.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 2 êëàññ

B = {b1 + b2 ∈ D | b1 ∈ B1 è b2 ∈ B2} = { {1, 2, 11, 12}, {1, 3, 11, 13} }

ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ïîíÿòèåì â êîíòåêñòå < D,N > è Con(B) = {1, 11}.
Ïðèìåð 6. Ñëó÷àé N1 ∩N2 6= ∅, Con(B1) + Con(B2) ⊂ Con(B)

Ïóñòü D = { {1, 4}, {2, 5}, {2, 3, 4} }, N = {1, 2, 3, 4, 5},
D1 = { {1}, {2}, {2, 3} }, N1 = {1, 2, 3},
D2 = { {4}, {5}, {3, 4} }, N2 = {3, 4, 5},
B1 = { {2}, {2, 3} }, Con(B1) = {2},
B2 = { {4}, {3, 4} }, Con(B2) = {4}.

Òîãäà B = {b1 + b2 ∈ D | b1 ∈ B1 è b2 ∈ B2} = { {2, 3, 4} },
B åñòü ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå â êîíòåêñòå < D,N > è Con(B) = {2, 3, 4}.

6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îáîáùàÿ ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû, îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷àõ ôðàãìåíòàöèè è äåôðàãìåí-
òàöèè ôîðìàëüíûõ êîíòåêñòîâ îáúåìû è ñîäåðæàíèÿ ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé ïðîÿâëÿþò ñåáÿ
äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì. Åñëè â çàäà÷å ôðàãìåíòàöèè íåîáõîäèìî çàíîâî
"ïåðåñ÷èòûâàòü" îáúåì ïîíÿòèÿ, òî â çàäà÷å äåôðàãìåíòàöèè íåîáõîäèìî "ïåðåñ÷èòûâàòü"
óæå ñîäåðæàíèå ïîíÿòèÿ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ganter B., Wille R. Formal Concept Analysis: Mathematical Foundations. Springer, 1999.

2. Áî÷àðîâ Â.À., Ìàðêèí Â.È. Îñíîâû ëîãèêè. Ì.: Êîñìîïîëèñ, 1994.

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÎÌ 11 � 1 2011


